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Einleitung

Eine Multi Level Fast Multipol Methode zur Lésung
der Randintegralformulierung der Helmholtzgleichung
bei 3D - Streuproblemen wird betrachtet, wobei der Ein-
satz von Vorkonditionierern in Verbindung mit dem ite-
rativen Loser GMRES untersucht wird. Eine Vorkondi-
tionierung mit einer Nahfeldmatrix, die sich aus einer
variablen Nahfeldgrofie ergibt, wird beziiglich der Anzahl
der Iterationen und der Losezeit untersucht. Die Invertie-
rung der so erhaltenen Konditionsmatrix kann mit einer
inkompletten LU-Zerlegung vereinfacht werden.

Alternativ kann die Konditionsmatrix nur nidherungswei-
se invertiert werden, hierfiir wird eine approximative In-
verse der Konditionsmatrix berechnet, sodass das Pro-
dukt aus beiden im Sinne einer Matrixnorm annihernd
die Einheitsmatrix ergibt. Die Giite der Approximation
lésst sich variieren; die optimale Wahl stellt einen Kom-
promiss zwischen Stérke des Effekts und Rechenaufwand
dar.

Grundlagen

Die Boundary Element Methode (BEM) lost die Kirch-
hoffsche Randintegralgleichung
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mit G(z;,y;) = PE—
fiir den Schalldruck p an den Orten z;,y; auf der Ober-
fliche O eines Streukorpers oder Innenraums durch Dis-
kretisierung von O in N Elemente mit den Mittelpunkten
x; bzw. y;. Es entsteht ein lineares Gleichungssystem

A-p=b (3)
mit einer vollbesetzten, nichtsymmetrischen, komplexen
(N x N) - Systemmatrix A. Zur Losung dienen iterative
Verfahren wie die Generalized Minimum Residual Me-
thod (GMRES). Das GMRES-Verfahren benétigt viele
Matrix-Vektor-Produkte, deren Berechnung mittels der
Fast Multipol Methode (FMM) [1] beschleunigt werden
kann. Diese basiert auf der Einfithrung von Entwick-
lungspunkten z, und z, und der Zerlegung der Strecke
x; — y; in die Teilstrecken ¢, = x; — 25, a = 2z — 2y
und ¢y = zy — y; sowie der Darstellung der Greenschen
Funktion G als Integral tiber die Einheitskugeloberfliche
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S iiber ein Produkt, dessen Faktoren nur von den Teil-
strecken abhéngen:

Glasy;) = / fi(eys) T(ays) - folcars) ds.  (4)
SZ

Die Transferfunktionen T'(a,s) miissen nur einmal be-
rechnet werden und lassen sich fiir viele Punktpaare
x;,y; wiederverwenden. Dabei konvergiert die Reihen-
darstellung der T'(a,s) nur sicher unter der Bedingung
a > max (c¢;) + max (¢y). Die Systemmatrix wird daher
in eine diinnbesetzte Nahfeldmatrix A, und eine Fern-
feldmatrix Aygern aufgeteilt:

A= Anah + Afern- (5)

Die Multiplikation von A,,,; mit p geschieht auf konven-
tionelle Weise, die Multiplikation von Afe,, mit p kann
mit der FMM beschleunigt werden.

Methoden zur Vorkonditionierung

Zentrale Idee ist, die Kondition von (3) durch Multipli-
kation von links mit A, ! zu verbessern; dabei muss A,
nicht mit A,,,, identisch sein, sondern stellt vielmehr ei-
ne Matrix dar, die nur diejenigen Eintrige von A enthéilt,
die die Wechselwirkung zwischen Elementmittelpunkten
beschreibt, die voneinander einen Abstand unterhalb ei-
ner gewissen vorgegebenen Nahfelddistanz haben. Die
Invertierung von A, kann beschleunigt werden, indem
A,, vorher zerlegt wird in eine untere Dreiecksmatrix L
und eine obere U, sodass LU ~ A,, (incomplete LU fac-
torization ILU). Alle Eintrdge in A,, die betragskleiner
als die drop tolerance sind, werden behandelt als wiren
sie Null. Fiir groflere Werte der drop tolerance ist die
N#herung von LU an A, daher umso schlechter, wird
aber desto schneller berechnet.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, das Gleichungs-

sytem (3) mit einer approximativen Inversen A, ! zu kon-

ditionieren, fiir die gilt A;'A ~ I. Die Niherungsinverse

Ayt ist diinn besetzt (sparse approzimative inverse,
SPAT [2]) und schnell zu berechnen. Der Algorithmus

bestimmt fiir jede der N Spalten von A,' eine vergli-
chen mit N kleine Anzahl M von Werten; alle anderen
sind Null. Bei der Umsetzung entsteht nebenher auch ei-
ne vereinfachtes Verfahren zur Bildung einer SPAI, bei
dem N kleine Gleichungssysteme Ay - (21, ...,23)7
(0,...,0,1,0,...,0)7 gelost werden, wobei Ay eine
(M x M)-Untermatrix von A, um das k-te Hauptdia-
gonalenelement herum ist.




DAGA 2011 - Diisseldorf

Im Zweidimensionalen wurden Innenraumprobleme in
rechteckigen Riumen (2m X 2m) untersucht, am Ort
(0,3;0,2) wurde eine Monopolquelle angenommen.

Im Dreidimensionalen wurden Innenraumprobleme in ei-
nem Quaderraum (4m x 3m X 2m) untersucht, mit den
anderen beiden Modellen werden Auflenraumstreupro-
bleme behandelt (siehe Abbildung 1). Alle 3D-Kérper

Abbildung 1: 3D-Modelle. links: Quader 4m x 3m X 2m,
10400 Elemente mit maximaler Linge lmaz = 0,1m; Mit-
te: ,Huf“-Struktur Im x 1m X 1m, 7900 Elemente mit
lmaz = 0,06m; rechts: Katzenauge* d = 1m, 2300 Elemente
mit lmae = 0,116m.

sind schallhart; als Schallquelle wurde ein Monopol der
Frequenz 500 Hz angenommen.

Variiert wurden die Nahfelddistanz und damit die Beset-
zung von A,,, die drop tolerance der ILU und die Grofle
der Untermatrizen bei der Berechnung der SPAI.

Ergebnisse

Zur Verifikation der Ergebnisse wurden diese zusétzlich
mit einer direkten Losung (GauB-Verfahren) verglichen.
Bei den gezeigten Beispielen blieben die Unterschiede
zwischen exakter und iterativer Losung deutlich unter
1dB.

Eine Erhchung der Nahfelddistanz hat ein quadratisches
Anwachsen der Zahl der Nichtnull-Elemente von A,, zur
Folge. Entsprechend wichst der zeitliche Aufwand fiir
die inkomplette LU-Zerlegung (Abbildung 2). Gleichzei-
tig verbessert sich die Kondition von (3), und es sinkt die
Zeit fiir die eigentliche Losung sowie die Anzahl der vom
GMRES-Verfahren benotigten Iterationen.

Innenraum, f=500Hz, ILU-DT=0.001
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Abbildung 2: Mit der Nahfelddistanz wichst der Aufwand
trru fiir die Vorkonditionierung (ILU) quadratisch, der Auf-
wand fsore fir die Losung lduft gegen einen Grenzwert. In
Summe ergibt sich ein Minimum. Es lassen sich etwa 25% der
Zeit und der GMRES-Iterationen einsparen.

Ein praktisch relevanter Einfluss der drop tolerance der
ILU konnte nicht nachgewiesen werden (Abbildung 3).
Dieser Parameter ist lediglich gréfler als Null zu wéhlen,
da sonst eine exakte Zerlegung durchgefiihrt wird, die
bedeutend lédnger dauert als die unvollstandige.
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"Huf", f = 500Hz, Nahfelddistanz 0.1m GMRES, eps = 1e-8
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Abbildung 3: Die Variation der drop tolerance ergibt kein
ausgeprigtes Minimum. Eine Toleranz von genau Null bedeu-
tet exakte, komplette LU-zerlegung und ist mit hohem Auf-
wand t;pu verbunden (links). Eine starke Vergroberung der
Zerlegung (grofie drop tolerance) verschlechtert die Kondition
nur wenig (rechts).

Die Erhohung der Spaltenzahl M erhoht die Giite der ap-
proximativen Inversen, wodurch sich ebenfalls etwa 30%
der Iterationen einsparen lassen. Eine weitere Steigerung
entspricht einer Invertierung der Vorkonditionierungsma-
trix, fiir diesen Fall sinkt die Anzahl der Iterationen nicht
wesentlich weiter. Fiir den zeitlichen Aufwand ergeben
sich Minima sinngeméf} wie bei der Nahfelddistanz. Fiir
die 2D-,, Raume* hat A,, Bandstruktur, und es lisst sich
zuverlissig die schnelle vereinfachte Version der SPAI-
Bildung einsetzen; im 3D-Fall gelingt dies nur ausnahms-
weise.
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Abbildung 4: Hohere Untermatrixgréfien bei der Bestim-
mung der SPAI verbessern die Giite der Invertierung und
die Kondition des Gleichungssystems. Es resultiert eine Ein-
sparung von typischerweise 30% der Iterationsschritte. Fiir
2D-Modelle lésst sich auch die vereinfachte Version der SPAI-
Bildung gewinnbringend einsetzen. Dargestellt sind Ergebnis-
se fiir den 2D-Raum mit 4488 Elementen.
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