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Einleitung

Fiir die Darstellung von Schallfeldern gibt es eine Rei-
he von Darstellungen, die teilweise auf der Wellennatur
des Schalls und teilweise auf Analogien zur Strahlen-
optik beruhen. Zu den wellen-basierten Darstellungen
gehoren die akustische Wellengleichung, Integraldarstel-
lungen mit der Greenschen Funktion und Entwicklungen
in zirkuldre und sphérische Harmonische. Geometrie-
basierte Methoden umfassen Ray Tracing und Beam Tra-
cing und verschiedene Erweiterungen davon. Die Be-
ziehungen zwischen diesen Darstellungen sind wenig be-
kannt. Dieser Beitrag stellt einige Zusammenhénge zwi-
schen wellen- und geometrie-basierten Darstellungen aus
der Sichtweise der mehrdimensionalen Systemtheorie her.
Die Beschreibung akustischer Signale im Zeit- und Orts-
bereich und in den zugeordneten Frequenzbereichen [1]
er6ffnet die notwendigen Moglichkeiten fiir geometrische
Interpretationen.

In den folgenden Abschnitten kénnen diese Verbingun-
gen nur duflerst kurz und beispielhaft angerissen werden.
Der Einfachheit halber wird eine ¢rtlich zweidimensiona-
le Darstellung gewéahlt. Dazu kommt eine dritte Kordi-
nate, die je nach Betrachtungsweise unterschiedliche Be-
deutung hat.

Der Abschnitt iiber projektive Geometrie beschreibt die
Verschiebung einer Geraden als Reprasentant einer Wel-
lenfront. Die Darstellung in homogenen Koordinaten
stellt die Parallele zur Fourier-Akustik im folgenden Ab-
schnitt her. Die dritte Koordinate ist hier die sog. ho-
mogene Koordinate der projektiven Geometrie.

Der Abschnitt iiber Fourier-Akustik beschreibt eine
ebene Welle und ihre Darstellung im Frequenzbereich
beziiglich des Orts und der Zeit. Die dritte Koordinate
ist hier die Zeit bzw. die zugeordente Frequenzvariable.
Ein Vergleich mit der Darstellung in homogenen Koordi-
naten zeigt die Gemeinsamkeiten auf.

Projektive Geometrie

Die geometrische Betrachtung beginnt mit einer Gera-
den durch den Ursprung mit dem Normalenvektor n =
[n1 n2]T nach Abb. 1. Thre Bestimmungsgleichung lautet
in homogenen Koordinaten

T
ny X
na| |yl =mir+ny=0, (1)
0 h

wobei h hier eine redundante homogene Koordinate der
projektiven Geometrie darstellt.
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Eine Verschiebung des Koordinatensystems in Richtung
des Normalenvektors n um
] =cn

Ax| . n1
Ay o no
148t sich in homogenen Koordinaten durch eine Matrix-

multiplikation darstellen. Die verschobenen Koordinaten
z', y', h' ergeben sich durch

(2)
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Eine Gerade durch den Urspung des verschobenen Koor-
dinatensystems ist dann gleich der verschobenen Geraden
im urspriinglichen Koordinatensystem
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Abbildung 1: Links: Gerade durch den Ursprung mit dem
Normalenvektor n. Rechts: Verschiebung um ct fiir zwei ver-
schiedene Zeitpunkte ¢ und ts.

Um die Parallelen zur Ausbreitung ebener Wellen aufzu-
zeigen, wird jetzt die homogene Koordinate h als Zeit ¢
interpretiert und die Lénge c¢ des Verschiebungsvektors
in (2) als Schallgeschwindigkeit. Daraus resultiert die
Darstellung einer geraden Wellenfront mit den Koordi-
naten (z,y,t) = (x,t) die sich mit der Zeit entgegen der
Richtung von n mit der Geschwindigkeit ¢ bewegt.

T
[n} [X] =nTx +ct = 0.
c t

Die linke Seite von (5) ist die analytische Beschreibung
dieser Wellenfront in homogenen Koordinaten, die rechte
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Seite ist die entsprechende Hessesche Normalform. Die
Elemente n und ¢ des Parametervektors nennt man auch
die Darstellung der Geraden im sog. dualen Raum (ray
space) nach [3].

Diese duale Darstellung ist nur eindeutig bis auf einen
konstanten Faktor. Wihlt man diesen als kg = wp/c
ohne ky und wg noch eine physikalische Bedeutung zu
geben, so lautet die duale Darstellung

n]" [x ko T rx —0
c t] |wo t
Die gewihlte Bezeichnungsweise 148t bereits den Zusam-

menhang zur Fourier-Akustik ahnen, der im néchsten
Abschnitt deutlich wird.

(6)

Fourier- Akustik

Eine vollig andere Betrachtungsweise nimmt die Fourier-
Akustik ein. Der iibliche Ausgangspunkt ist die ebene
Welle einer bestimmten (Kreis-)frequenz wy und mit ei-
ner bestimmten Richtung 6y. Diese Groflen werden oft
zum Wellenvektor ky zusammengefasst

cos by
sin 90 ’

Die komplexe Darstellung der ebenen Welle lautet dann

Wo
ko = —InNgy =
&

wo

(7)

C

uo(t, x) = e (kg x+wot)

(8)

Fourier-Transformation beziiglich Zeit und Ort

Uo(w, k) = Fix{ uo(t,x) }
= 7 /7u0(t,x)ej<ka+wt> dxdt  (9)

fiihrt auf die Frequenzbereichsdarstellung der ebenen
Welle

Up(w, k) = (2m)3 §(w — wp) 6(k — ko). (10)
Das Produkt der beiden Distributionen (Delta-
Funktionen) d0(w — wp) und d(k — ko) (s. [4, 5])

stellt einen Punkt im dreidimensionalen Frequenzraum
(K1, ka,w) dar, wie in Abb. 2 gezeigt.
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Abbildung 2: Fourier-Transformation einer ebenen Welle in
den Frequenzbereich beziiglich Ort und Zeit.

714

Zusammenfassung

Die Darstellungen nach (6) und (10) zeigen, dass so-
wohl der Ansatz der projektiven Geometrie als auch die
Fourier-Akustik auf sehr &hnliche Parameterdarstellun-
gen fithren. Dazu ist die bewegte Gerade aus Abb. 1 als
Wellenfront, d.h. geméi8 (8) als Ebene konstanter Phase

k; X + wot = const (11)

zu interpretieren. Der Parameterraum der projektiven
Geometrie besteht aus den drei Dimensionen der Para-
metervektoren (ng,c) bzw. (ko,wp) in (6). Die dritte
Dimension wird hier durch die homogene Koordinate er-
zeugt, der aber keine physikalische Natur zukommt. Im
geometrischen Kontext sind ¢ bzw. wy und t lediglich
Parameter, die alle moglichen Verschiebungen der Ge-
raden aus Abb. 1 erfassen. In der Fourier-Akustik hat
eine durch (11) definierten Wellenfront eine allgemeinere
Bedeutung. Sie ist hier eine Ebene konstanter Phase ei-
ner Welle nach (8) mit einem Wellenvektor ko und einer
Kreisfrequenz wg. Daraus erhélt man direkt den dreidi-
mensionalen Frequenzraum nach Abb. 2 mit der entspre-
chenden physikalischen Bedeutung aller Achsen.

Die damit gelegten Zusammenhéinge zwischen wellen-
und geometriebasierten Darstellungen von Schallfeldern
sind der Ausgangspunkt fiir weitere Analogien. Die soge-
nannte orientierte projektive Geometrie erlaubt die Un-
terscheidung zwischen ein- und auslaufenden Wellen und
zwischen Schallquellen und -empfingern. Sie ercffnet
neue Ansitze fiir die Raum-Zeit-Verarbeitung akusti-
scher Signale [2].
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