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Einleitung
Die computergestützte Simulation geführter elastischer Wel-
len in ein- oder mehrschichtigen Wellenleitern ist in vielen 
Bereichen der akustischen Forschung ein essentielles Model-
lierungswerkzeug. Sie ermöglicht, auch in komplexen Sys-
temen, eine Beschreibung der Wellenausbreitungsvorgänge, 
deren analytische Lösung zu aufwendig oder nicht durch-
führbar ist [1]. 

Im ersten Abschnitt dieses Beitrags wird auf den halbanaly-
tischen Solver bzw. die mathematische Formulierung des die 
Wellenausbreitung beschreibenden Problems eingegangen. 
Der zweite Abschnitt beinhaltet den mehrstufigen Aufbau 
eines Tracing-Algorithmus, welcher den Lösungsraum des 
Solvers adaptiv einschränkt, so dass Leistungsfähigkeit  und 
Robustheit des Gesamtalgorithmus gestärkt werden. 

Der halbanalytische Solver 
Den Kern des Algorithmus bildet ein halbanalytischer Sol-
ver, der, auf Basis der Global Matrix Method, das Problem 
der Wellenausbreitung von einer Beschreibung in Differen-
tialgleichungsform in ein Nullstellenproblem wandelt [2][3]. 
Dazu werden alle Randbedingungen des betrachteten Wel-
lenleiters in einer globalen Systemmatrix G gebündelt. Als 
Unbekannte trägt diese Matrix die Parameter Wellenzahl 
und Frequenz f , welche über die Bedingung der Singulari-
tät von G berechnet werden können. 

det , 0fG  (1)

Die Lösung des Problems nach Gleichung (1) erfolgt bei-
spielsweise durch Vorgabe einer Wellenzahl und der an-
schließenden Nullstellensuche in der entstehenden Funktion 
der Frequenz. Schwierigkeiten liegen hier in den Anforde-
rungen der Nullstellensuchalgorithmen, die zumeist eine 
eingeschlossene Nullstelle fordern und außerdem in genau 
eine Nullstelle hinein konvergieren. Um alle Nullstellen 
respektive Frequenzlösungen zu jeder Wellenzahl zu erhal-
ten, ist es notwendig, diese sukzessiv innerhalb beschränkter 
Suchintervalle zu berechnen. 

Der Mode-Tracing Algorithmus 
Der Mode-Tracer übernimmt die Aufgabe der Suchraumbe-
schränkung auf Basis der grundlegenden Anordnung der 
Lösungen im Dispersionsdiagramm. Es ist bekannt, dass sich 
im Dispersionsdiagramm zusammenhängende Lösungen 
ausbilden, welche sich durch eine gemeinsame Modenord-
nung auszeichnen. Diese ist wiederum maßgeblich verant-
wortlich für die Modenform über den Wellenleiterquer-
schnitt. Ansatz des Mode-Tracers ist, den Suchraum der 
Nullstellensuche auf die Verfolgung einzelner Moden zu 
beschränken. 

Die Suchraumbeschränkung erfolgt durch Prädiktion einer 
konsekutiven Frequenzlösung (Laufindex i) und anschlie-
ßender Bildung eines Suchintervalls um diesen Schätzwert, 
welcher mit Hilfe einer quadratischen Extrapolation entlang 
bekannter Werte der Mode j und ihrer Auswertung an der 
Prädiktionsstelle , 1 ,j i j i i  erstellt wird. Von großer 
Bedeutung für die Stabilität des Algorithmus ist die Prädik-
tionsschrittweite i . Die Definition einer robusten Prädik-
tionsschrittweite ist pauschal nicht möglich, sondern muss 
adaptiv an die Form der Mode im Diagramm (vgl. Abb. 3) 
angepasst werden. Als Parameter eignen sich beispielsweise 
Steigung grv  und Krümmung f grv der Modenkurve. Des 
Weiteren wird die Steigung der Phasengeschwindigkeit 

f phv berücksichtigt, da sich diese als robuster Indikator für 
das Verlassen des schwierig zu verfolgenden Frequenzbe-
reichs zwischen Cut-Off Frequenz und Erreichen einer stabi-
len Phasen- bzw. Gruppengeschwindigkeit herausgestellt 
hat. Während die Steigung grv  als Faktor in die Adaptions-
vorschrift eingeht, finden Krümmung f grv  und Steigung 
der Phasengeschwindigkeit f phv  im Exponenten der Expo-
nentialfunktion, gewichtet mit ph  bzw. gr , ihre Berück-
sichtigung. Zur Vermeidung großer Sprünge in der Schritt-
weitenbestimmung wird zur Tiefpassfilterung der exponen-
tielle Glättungskoeffizient  eingeführt. Mit dem Beschleu-
nigungsfaktor , welcher eine maximale Schrittweite von 

min1  impliziert, und der Bulkwellengeschwindigkeit 
0c , die sich direkt aus den Parametern des verwendeten 

Wellenleitermaterials berechnen lässt, ergibt sich: 

, ,

0
1

,

min min

1
2

e eph f ph i gr f gr i

i i

gr i

v v

c

v

 (2)

Neben der quadratischen Extrapolation (q) wird an derselben 
Prädiktionsstelle eine lineare Extrapolation (lin) durchge-
führt, anhand derer die Unsicherheit der Prädiktion und 
somit die Suchintervallgröße abgeschätzt werden kann (vgl. 
auch Abb. 1). Durch Differenzbildung der beiden prädizier-
ten Frequenzlösungen und Einbeziehung der Toleranzfakto-
ren down

intv 1 und up
intv 1 , ergibt sich das dem Solver zu 

übergebende Suchintervall zu: 
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Ist im Prädiktionsbereich eine negative Gruppengeschwin-
digkeit ausschließbar (Voraussetzung: Die lineare Approxi-
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mation der Modenkurve im Dispersionsdiagramm ist mög-
lich), kann das aufgespannte Suchintervall um die geschätzte 
Lösung , 1,

ˆ
j i qf  nach unten bis zur letzten Lösung ,j if  weiter 

eingeschränkt werden. 

Verfahrensbedingte Probleme des Mode-Tracings treten ein, 
wenn Moden sehr nahe beieinander liegen und somit mehre-
re Lösungen im zuvor vorbereiteten Intervall auftreten. Zum 
einen muss dann sichergestellt werden, dass alle Nullstellen 
im Intervall gefunden werden und zum anderen muss eine 
Validierungsstufe über die korrekte Lösung aus dem Lö-
sungsvektor entscheiden. Um multiple Nullstellen in einem 
Intervall zu finden, muss selbiges, z. B. eingebettet in einen 
Frequenz-Sweep, auf Vorzeichenwechsel untersucht und die 
entsprechenden Bereiche einer Nullstellensuche unterzogen 
werden. Über einen mehrstufigen Validierungsprozess kann 
dann eine Filterung des Lösungsvektors angesetzt werden. In 
einem ersten Schritt wird das multiple Finden einer Lösung 
unterbunden. Wurden schon Modenverläufe berechnet, kann 
es dazu kommen, dass eine bereits gefundene, zu einer vor-
herigen Mode gehörige Lösung im Suchintervall der aktuell 
verfolgten Mode liegt. Es liegt nahe, diese Frequenz als 
mögliche Lösung auszuschließen, um ein Ineinanderlaufen 
der Moden zu verhindern. Wie in Abb. 1 dargestellt, ist es 
auf Grund der adaptiven Berechnung der Prädiktionsschritt-
weite unwahrscheinlich, dass bereits erstellte Modenverläufe
eine Stützstelle auf der aktuellen Prädiktionsstelle besitzen, 
was durch eine Interpolation auf die aktuelle Suchposition 
bewältigt werden kann. Diese Validierungsstufe setzt voraus, 
dass die vorherigen Modenverläufe korrekt berechnet wur-
den, so dass es notwendig ist, einen Spurhalteassistenten für 
das Mode-Tracing einzuführen. Wie im obigen Teil erwähnt, 
unterscheiden sich Moden in ihrer Modenordnung, welche 
im Wesentlichen angibt, wie viele Wellenlängen einer An-
satzfunktion in die Geometrie des Wellenleiters transversal 
zur Ausbreitungsrichtung passen. Daraus folgt, dass zwei 
konsekutive Lösungen einer Mode eine stärkere Korrelation 
bezüglich ihrer Form über den Wellenleiterquerschnitt besit-
zen als Lösungen von zwei unterschiedlichen Moden. Die in 
Ausbreitungsrichtung zeigende Leistungsdichte hat sich als 
robuster Indikator für dieses Merkmal herausgestellt (Abb. 
2) und kann über die Bildung des Korrelationskoeffizienten 
zwischen der Leistungsdichte der letzten bekannten Lösung 
und der der Lösungskandidaten realisiert werden. 
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Abbildung 1: In den aktuellen Suchraum interpolierte Lö-
sung einer bereits berechneten Mode zur Vermeidung des 
Ineinanderlaufens der Moden 
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Abbildung 2: Leistungsdichteverteilung der Moden L01 bis 
L03 eines zylindrischen zweischichtigen Wellenleiters  

Ergebnisse
Erste Ergebnisse für ein- und mehrschichtige Wellenleiter 
wurden erstellt und erfolgreich mit der kommerziellen Soft-
ware Disperse verglichen. Es ist gelungen einen robusten 
Tracing-Algorithmus unter MATLAB® zu implementieren, 
welcher die Defizite der Nullstellensuchalgorithmen aus-
gleicht. Im Bereich großer Frequenz-Schichtdicke-
Kombinationen hat sich der vorgestellte Algorithmus, auf 
Kosten der Rechenzeit, sogar als robuster als Disperse er-
wiesen (vgl. Abb. 3). 
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Abbildung 3: L-Moden eines zylindrischen zweischichti-
gen Wellenleiters (radial 2 mm Teflon und 3 mm Titan) 
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