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Einleitung

Für akustische Berechnungen im mittleren Frequenzbe-
reich wird oft die Finite-Elemente-Methode (FEM) ein-
gesetzt. Die Genauigkeit der Ergebnisse leidet jedoch bei
hohen Wellenzahlen unter dem so genannten Dispersions-
effekt. Werden statt der FEM gitterfreie Verfahren, wie
z.B. die Element Free Galerkin Method (EFGM) oder
die Radial Point Interpolation Method (RPIM) verwen-
det, kann der Dispersionseffekt bei gleicher Feinheit der
Diskretisierung deutlich verringert werden [1, 2].

Ein weiterer Vorteil der gitterfreien Methoden besteht
darin, dass die Ansatzfunktionen an die zu lösende Diffe-
rentialgleichung angepasst werden können. Daraus lässt
sich ein iteratives Verfahren ableiten bei dem zunächst
mit einer herkömmlichen gitterfreien Methode eine erste
Näherung bestimmt wird. Dann werden mit Hilfe die-
ser Näherung neue Ansatzfunktionen konstruiert, die den
Wellencharakter der Lösung besser wiedergeben. Auf die-
se Weise lässt sich mit verhältnismäßig geringem Mehr-
aufwand die Qualität der Lösung verbessern.

In dem vorliegenden Beitrag wird eine solche iterative
EFGM und eine iterative RPIM vorgestellt, kritisch dis-
kutiert und mit der FEM verglichen.

Gitterfreie Methoden

Gitterfreie Methoden benötigen im Gegensatz zu
herkömmlichen netzbasierten Methoden, wie der FEM,
kein Gitter, um das zu untersuchende Gebiet Ω zu re-
präsentieren. In Ω und auf dem Rand Γ werden zunächst
Feldpunkte xi beliebig verteilt. In Abhängigkeit von die-
sen Feldpunkten lassen sich dann Ansatzfunktionen Φi

konstruieren. Wie bei der FEM wird ein Gleichungs-
system aufgestellt, indem die Ansatzfunktionen in eine
schwache Form der Helmholtz Gleichung eingesetzt wer-
den, die anschließend numerisch integriert wird. Hierfür
ist ein sogenanntes Backgroundmesh erforderlich, das die
Form von Ω jedoch nicht abbilden muss und unabhängig
von der Feldpunktverteilung gewählt werden kann. Aus
dem Gleichungssystem ergibt sich der Lösungsvektor p.
Durch Interpolation der Koeffizienten pi mit den Ansatz-
funktionen Φi kann dann der Schalldruck an einem belie-
bigen Punkt im Berechnungsgebiet Ω bestimmt werden.

EFGM und RPIM Ansatzfunktionen

Um die Ansatzfunktionen der Element Free Galerkin Me-
thod (EFGM) zu erhalten, wird der unbekannte Schall-
druck durch

ph(x,xQ) =

n∑

i=1

Pi(x)ai(xQ) = PT (x)a(xQ) (1)

interpoliert. Dabei ist PT (x) eine Basis, die im zweidi-
mensionalen Fall beispielsweise als

PT (x) = [1 x y] (2)

gewählt werden kann. Der Koeffizientenvektor a(xQ)
wird durch die Minimierung eines Funktionals derart be-
stimmt, dass die Näherungsfunktion ph(x,xQ) an den
Feldpunkten möglichst gut mit den zugehörigen Koef-
fizienten pi des Lösungsvektors übereinstimmt.

Zur Herleitung der Ansatzfunktionen der Radial Point
Interpolation Method (RPIM) wird von einem Ansatz
der Form

ph(x,xQ) =

n∑

i=1

Ri(x)ai(xQ) +

n∑

j=1

Pj(x)bj(xQ) (3)

= RT (x)a(xQ) + PT (x)b(xQ)

ausgegangen. Hierbei werden radiale Basisfunktionen Ri

verwendet. Die zusätzliche Polynombasis PT (x) sichert
die Konsistenz des Verfahrens und kann wie für die
EFGM in Gleichung (2) gewählt werden. Die unbekann-
ten Koeffizienten ai und bj werden so gewählt, dass Glei-
chung (3) an den n Feldpunkten, die den Punkt xQ be-
einflussen, erfüllt ist.

Eine ausführliche Herleitung der Ansatzfunktionen für
die EFGM und die RPIM ist in [3] angegeben.

Iteratives Verfahren

Ein Vorteil der gitterfreien Methoden besteht darin,
dass die Ansatzfunktionen auf einfache Weise an das zu
lösende Problem angepasst werden können. Wird statt
der Polynombasis in Gleichung (2) eine Basis der Form

PT (x) = [1 cos θ(x, y) sin θ(x, y)] (4)

verwendet, wobei θ(x, y) die Phase der Welle ist, so
können die resultierenden Ansatzfunktionen den Schall-
druck exakt interpolieren. Da die Phasenverteilung im
Allgemeinen nicht bekannt ist, wird eine erste Näherung
für den Schalldruck mit einer herkömmlichen EFGM
bzw. RPIM berechnet. Aus dieser Näherung wird dann
die Phasenverteilung bestimmt, mit der die Ansatzfunk-
tionen für eine zweite Näherung berechnet werden.

Das beschriebene Vorgehen wurde von Lacroix u.a. [4] für
die EFGM vorgeschlagen. Eigene Untersuchungen haben
jedoch gezeigt, dass der Erfolg der Methode stark von
der numerischen Integration abhängt. Außerdem wurden
noch keine Untersuchungen zur Anwendbarkeit der pha-
senangepassten Ansatzfunktionen auf die RPIM durch-
geführt.
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Numerische Untersuchungen

Im Folgenden werden die iterativen Methoden sowie die
FEM auf ein analytisch lösbares Beispiel angewendet.
Gegeben ist ein quadratisches Gebiet der Länge L = 1m,
in dem sich eine ebene Welle unter einem Winkel β = 20◦

ausbreitet. Da ein Vergleich mit der analytischen Lösung
möglich ist, wird jeweils der L2-Fehler angegeben.

In Bild 1 ist der Fehler der iterativen Verfahren im Ver-
gleich zur FEM für die Wellenzahl k = 1 1

m
und den

Feldpunktabstand hfp = 0.1 m dargestellt. In der ersten
Iteration (herkömmliche Methode) beträgt der Fehler der
EFGM 0.4%, der Fehler der RPIM 18% des Fehlers der
FEM. In den weiteren Iterationen (phasenangepasste An-
satzfunktionen) kann der Fehler der EFGM deutlich, der
Fehler der RPIM jedoch nur unwesentlich reduziert wer-
den. Den größten Gewinn liefert dabei bereits die zweite
Iteration.
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Bild 1: L2-Fehler der RPIM, EFGM und FEM für k = 1 1

m

und hfp = 0.1 m.

Bild 2 zeigt den Einfluss unterschiedlicher Integrations-
gitter auf den L2-Fehler. Es wurde sowohl die Gitterweite
hbg als auch die Anzahl der Integrationspunkte nqp pro
Integrationszelle variiert. Die Qualität der Lösung ist bei
der EFGM sehr stark von der Genauigkeit der numeri-
schen Integration abhängig. Bei der RPIM (hier nicht
dargestellt) hat die Integration nur einen sehr geringen
Einfluss auf den Fehler.
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Bild 2: L2-Fehler bei unterschiedlichen Integrationsgittern

für k = 1 1

m
und hfp = 0.1 m.

Da für das gegebene Beispiel die analytische Lösung be-
kannt ist, kann die Phase θex(x, y) an jedem Punkt ex-
akt berechnet werden. Die hiermit konstruierten Ansatz-
funktionen interpolieren den Schalldruck im Rahmen der

Rechengenauigkeit exakt. Werden diese Ansatzfunktio-
nen in die schwache Form der Helmholtz Gleichung ein-
gesetzt, so hat die Güte der numerischen Integration
einen erheblichen Einfluss auf die Qualität der Lösung. In
Bild 3 wird die mit θex berechnete EFGM (EFGM opt)
mit dem iterativen Verfahren verglichen. Der L2-Fehler
erreicht dabei in der ersten Iteration einen Wert von
4 · 10−7. Wird mit diesem Startwert weitergerechnet, so
kann der L2-Fehler in den weiteren Iterationen aufgrund
numerischer Instabilitäten schwanken. Die herkömmliche
EFGM konvergiert gegen den Grenzwert 7 · 10−7, bleibt
also in einem lokalen Optimum stecken.
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Bild 3: L2-Fehler der EFGM und der optimalen EFGM bei

k = 1 1

m
, hfp = hbg = 0.1 m und nqp = 10× 10.

Zusammenfassung

Für das untersuchte Beispiel liefern sowohl die RPIM als
auch die EFGM bei vergleichbarer Diskretisierung einen
deutlich kleineren L2-Fehler als die FEM. Die iterative
Methode verbessert dieses Ergebnis nochmal erheblich.
Allerdings kann eine ungünstige Wahl des Integrations-
gitter dazu führen, dass die iterative EFGM das Ergebnis
der herkömmlichen EFGM verschlechtert. Das Integrati-
onsgitter hat bei der EFGM einen starken Einfluss auf
die Güte der Lösung, bei der RPIM ist nur ein geringer
Einfluss festzustellen.

Um die iterativen Methoden für praktische Anwendun-
gen tauglich zu machen, sind weitere Untersuchungen
notwendig, insbesondere muss der Einfluss der Rechenge-
nauigkeit untersucht und eine Rechenzeitanalyse im Ver-
gleich zur FEM durchgeführt werden.
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