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Einleitung
Die numerische Simulation akustischer Eigenschaften
gewinnt in der Produktentwicklung stetig an Bedeu-
tung. Sie trägt dabei dazu bei, Zeit und Kosten im
Entwurfsprozess einzusparen indem der Aufwand bei
der messtechnischen Untersuchung von Prototypen dra-
stisch reduziert werden kann. Im unteren bis mittleren
Frequenzbereich finden dabei häufig klassische Diskre-
tisierungsmethoden, wie die Finite-Elemente- und die
Boundary-Elemente-Methode, Anwendung. Da zur kor-
rekten Abbildung der oszillierenden Feldgrößen jedoch
mit kürzeren Wellenlängen sehr viel mehr Elemente zur
Diskretisierung des Berechnungsgebiets benötigt werden,
sind diese Verfahren für hohe Frequenzen nicht geeig-
net. Ein Ansatz zur Umgehung des Problems ist es,
statt des oszillierenden Schalldrucks, die zeitlich gemit-
telte Schallenergiedichte beziehungsweise -intensität zu
betrachten. Diese Größen zeigen einen deutlich glatte-
ren Verlauf und erlauben somit eine weitgehend frequen-
zunabhängige Diskretisierung. Ein Verfahren, dass auf
diesem Ansatz basiert, ist die im Folgenden vorgestell-
te Energie-Boundary-Elemente-Methode (EBEM).

Grundlagen der EBEM
Dieser Abschnitt beruht im wesentlichen auf der Be-
schreibung in [5]. Es wird zunächst die Leistungsbilanz
für ein beliebiges Kontrollvolumen Ω, das wie in Abbil-
dung 1 dargestellt durch den Rand Γ begrenzt wird, zu∫
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aufgestellt. Dabei bezeichnet w die Energiedichte, πin die
von außen zugeführte Leistungsdichte, πdis die im Volu-
men dissipierte Leistungsdichte und qn = q · n den Lei-
stungsfluss beziehungsweise die Intensität in die äußere
Normalenrichtung auf dem Rand Γ des Kontrollvolu-
mens. Mittels des Gaußschen Integralsatzes kann das
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Abbildung 1: Das Kontrollvolumen Ω zur Aufstellung der
Leistungsbilanz.

Oberflächenintegral im letzten Term in ein Volumen-
integral überführt werden. In differentieller Formulie-
rung und unter Annahme eines stationären Zustands mit

∂w
∂t = 0 folgt dann

∇ · q+ πdis = πin. (2)

Die dissipierte Leistungsdichte wird proportional zur
Energiedichte zu

⟨πdis⟩ = ηω ⟨w⟩ (3)

angenommen. Hierbei bezeichnet η den Verlustfaktor und
ω die Kreisfrequenz. Der Operator ⟨...⟩ kennzeichnet in
Gleichung 3 die zeitliche Mittelung über eine Periode.
Unter der zusätzlichen Annahme einer räumlichen, aber
lokal begrenzten Mittelung lässt sich für die Superpositi-
on ebener Wellen die Relation

⟨q̄⟩ = − c20
ηω

∇⟨w̄⟩ (4)

aufstellen [1]. Hierbei bezeichnet c0 die Schallgeschwin-
digkeit und die Überstreichung (.̄..) kennzeichnet die
zusätzliche räumliche Mittelung. Es gelten zudem die fol-
genden Annahmen [2]:

� Es liegt eine geringe Dämpfung vor (η ≪ 1).

� Die Fernfeld-Approximation ist gültig
(kr ≫ 1 mit k = ω

c0
).

� Es gilt bei räumlicher Mittelung ein lineares Super-
positionsprinzip für Energiedichten. Dies entspricht
einer Vernachlässigung von Interferenzen.

Werden nun Gleichung 4 und Gleichung 3 in Gleichung 2
eingesetzt, ergibt sich mit

− c20
ηω

∇2 ⟨w̄⟩+ ηω ⟨w̄⟩ = ⟨πin⟩ (5)

die Energieflussgleichung für akustische Kavitäten [1]. Sie
entspricht der Helmholtzgleichung mit rein imaginärer
Wellenzahl k′ = −iηωc0 und kann analog dazu mit der
Boundary-Elemente-Methode (BEM)gelöst werden. Für
das homogene Problem wird die Randintegralgleichung

c (x0) ⟨w̄⟩ (x0) +

∫
Γ

∂G1 (x,x0)

∂n
⟨w̄⟩ (x) dΓ =

− ηω

c20

∫
Γ

⟨q̄n⟩G1 (x,x0) dΓ (6)

aufgestellt. Die zugehörige Greensche Funktion lautet

G (x,x0) =
e−ηkr

4πr
. (7)
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Eine Variation der Methode kann formuliert werden, in-
dem die Fluiddämpfung vernachlässigt wird (η = 0). In
diesem Fall ergibt sich eine Differentialgleichung in Form
der Laplace-Gleichung [5]. Das Potential der Intensität
verliert hierbei jedoch seine physikalische Bedeutung, was
die Formulierung von Randbedingungen erschwert.

Eigenschaften der Methode
Als wichtigste Eigenschaft der EBEM soll zunächst die
erzielte frequenzunabhängige Diskretisierung anhand ei-
nes Beispiels illustriert werden. Hierzu wird die Frei-
feldabstrahlung einer pulsierenden Kugel mit Radius
a = 1m in Luft analysiert. Zunächst wird die in Abbil-
dung 2 dargestellte Diskretisierung mit zwei NURBS-
Patches, acht Elementen und 50 Freiheitsgraden (dof)
genutzt (vergleiche [4]). In Abbildung 3a sind die Be-

Abbildung 2: NURBS-Diskretisierung einer pulsierenden
Kugel

rechnungsergebnisse der EBEM und der BEM der ana-
lytischen Lösung für diesen Fall bei einer Frequenz von
100Hz gegenübergestellt. Beide Ergebnisse weisen eine
sehr gute Übereinstimmung mit der analytischen Lösung
auf. In Abbildung 3b sind demgegenüber die Ergebnis-
se für dieselbe Diskretisierung bei einer Frequenz von
1000Hz dargestellt. Während die BEM-Lösung mit 50
dof große Abweichung zur analytischen Lösung zeigt,
stimmt die EBEM-Lösung weiterhin sehr gut mit die-
ser überein, erst bei einer Verfeinerung des Netzes auf
722 dof erreicht auch die BEM-Lösung eine sehr hohe
Genauigkeit.
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Abbildung 3: Schallintensitätspegel über Entfernung vom
Kugelmittelpunkt für: 100Hz (a) und 1000Hz (b)

In der Herleitung der Energieflussgleichung wurden In-
terferenzeffekte vernachlässigt. Die EBEM liefert daher
in Fällen, in denen diese Diffusfeldannahme nicht zutrifft,
keine zuverlässigen Ergebnisse, wie im folgenden Beispiel
gezeigt werden soll.
Der in Abbildung 4 dargestellte Lautsprecher mit 10 cm
Membrandurchmesser strahlt bei 4000Hz ins Freifeld
ab. Dabei wurde eine Neumann-Randbedingungen mit
Einheitsintensität auf der Membran und Nullintensität
auf dem Gehäuse (schallhartes Gehäuse) gewählt. Abbil-
dung 5 zeigt in rot den mit der EBEM ermittelten Pegel
und in schwarz den bereits terzbandegemittelten Pegel
einer entsprechenden BEM-Lösung. Die BEM gibt dabei
die erwartete deutliche Direktivität des Falls korrekt wie-
der, während die EBEM die omnidirektionale Charakte-
ristik einer einfachen Punktquelle zeigt. Ein ähnliches

Abbildung 4: Lautsprechermodell mit Intensitätsvektoren
und LI -Isolinien
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Abbildung 5: Polarplot der Schallintensitätspegel in 5m
Entfernung zum Lautsprecher

Verhalten zeigt sich im Fernfeld für einen dritten, in Ab-
bildung 6 dargestellten Fall, bei dem eine Punktquel-
le vor einer schallharten Wand platziert wurde und der
Schallintensitätspegel in einer Auswerteebene orthogonal
zur Wand betrachtet wird. In diesem Fall lässt sich jedoch

Abbildung 6: Punktquelle vor schallharter Wand im Freifeld

DAGA 2023 Hamburg

24



im Nahfeld zumindest qualitativ ein ähnliches Verhalten
beobachten, wie der Vergleich der BEM- und EBEM-
Ergebnisse in Abbildung 7 zeigt.

BEM-Lösung EBEM-Lösung

Abbildung 7: Schallintensitätspegel in der Auswerteebene

Numerische Beispiele
Im Folgenden werden typische Anwendungsszenarien
der EBEM vorgestellt. Zunächst wird der in Abbil-
dung 8 gezeigte Raum mit den Maßen 30m × 30m ×
5m und einem uniformen Absorptionskoeffizienten α =
0,1 auf allen Randflächen betrachtet. Im Raum wird
nun eine Punktquelle mit 1W Leistung an der Posi-
tion [10m; 10m; 0,8m] platziert und der resultierende
Schallintensitätspegel für 1000Hz in einer Ebene bei
z = 1,5m ausgewertet. Die Ergebnisse der EBEM wer-

Abbildung 8: Punktquelle im Innenraum

den in Abbildung 9 einer modalen Lösung für diesen Fall
nach [3] gegenübergestellt. Da für diesen Fall die mo-
dale Lösung aufgrund des hohen numerischen Aufwands
nur für eine einzelne Frequenz und nicht für das gesamte
Terzband gerechnet wurde, variiert sie lokal sehr stark,
so dass die Darstellung entsprechend verrauscht wirkt,
während das EBEM-Ergebnis einen deutlich glatteren
Verlauf aufweist, die prinzipielle Verteilung aber ähnlich
wiedergibt. Somit wird ein weiterer Vorteil der Metho-
de gegenüber klassischen Verfahren ersichtlich: Letztere
sind bei hohen Frequenzen im Allgemeinen sehr sensi-
tiv gegenüber Unschärfen beispielsweise in der Geome-
trie oder der Parametrisierung von Randbedingen. Die-
sem Umstand kann zwar durch eine Bandmittelung be-
gegnet werden, der numerische Aufwand wird dadurch
aber noch weiter erhöht. Die EBEM zeigt sich hingegen
sehr robust gegenüber solcher Unschärfen.
Die weitgehend gute Übereinstimmung der beiden

Lösungen kann anhand eines diagonal verlaufenden
Schnitts durch die Auswerteebene, wie in Abbildung 10
dargestellt, bestätigt werden. Zum Vergleich sind hier

Modale Lösung EBEM-Lösung

Abbildung 9: Schallintensitätspegel in der Auswerteebene

ebenfalls die beiden (auf diesen Fall nicht zutreffenden)
analytischen Lösungen für ein reines Diffusschallfeld so-
wie für den Direktschall einer Punktquelle im Freifeld
dargestellt. Der konstante Pegel des Diffusfelds würde
dabei der Lösung einer statistischen Energie-Analyse
(SEA) entsprechen. Die räumliche Auflösung der Inten-
sitätsverteilung stellt somit einen wesentlichen Informati-
onsgewinn gegenüber der SEA dar. Als letztes recht rea-

80

85

90

95

100

105

110

115

120

Abbildung 10: Vergleich der EBEM- und modalen Lösung
im diagonalen Schnitt durch die Auswerteebene

litätsnahes Anwendungsbeispiel soll der in [6] beschriebe-
ne abstrahierte Fahrzeuginnenraum vorgestellt werden.
Die Geometrie ist in Abbildung 11 dargestellt, wobei
die größte Kantenlänge des Modells 2m beträgt. Die ab-

Abbildung 11: Geometrie des Innenraums mit Fläche der
Lautsprecher 1 (rot) und 2 (gelb) sowie dem Auswertepunkt
an der Fahrerposition (+).

strahierten Lautsprechermembranen wurden als konpha-
se schwingende Flächen angenommen und auf die ver-
bleibenden Flächen im ersten Fall als schallhart und im
zweiten mit einem Absorptionskoeffizienten von α = 0,05
angenommen. Die Berechnungen wurden sowohl mit der
Fast-Multipole-BEM (FMBEM) als auch mit der EBEM
ausgeführt. Es wurden Frequenzen bis 4500Hz unter-
sucht. Die Fluiddämpfung wurde zu η = 0 angenommen.
In Abbildung 12 sind die berechneten Schalldruckpegel
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an einer Auswerteposition über der Frequenz dargestellt.
Die beiden Methoden zeigen nach der Terzbandmitte-
lung in weiten Bereichen sehr gute Übereinstimmungen,
große Abweichungen treten nur im niederfrequenten Be-
reich auf. Abbildung 13 zeigt Ergebnisse der EBEM und
der FMBEM mit hoher räumlicher Auflösung für zwei
ausgewählte Frequenzen. Bei Betrachtung der Abbildung
wird deutlich, warum die EBEM im niederfrequenten Be-
reich das reale Systemverhalten nicht darstellen kann:
Das Terzband wird von einer einzelnen Mode dominiert,
es ergeben sich daher große lokale Abweichungen zwi-
schen (a) und (b). Bei höheren Frequenzen ist die Mo-
dendichte jedoch ausreichend hoch, so dass das gemit-
telte FMBEM-Ergebnis (d) eine gute Übereinstimmung
mit dem Ergebnis der EBEM (c) zeigt. Hervorzuheben

Abbildung 12: Schalldruckpegel an der Fahrerposition bei
Anregung durch Lautsprecher 2 mit schallharter Randbedin-
gung und 5 % Absorption

(a) (c)

(b) (d)

Abbildung 13: Schalldruckpegel auf Auswerteflächen im In-
nenraum bei Anregung durch Lautsprecher 2 mit α = 5 %:
Aus EBEM (a) und terzbandgemittelter BEM (b) bei 63Hz
und EBEM (c) und terzbandgemittelter FMBEM (d) bei
2000Hz

sind die außerordentlichen Unterscheide in der Rechen-
zeit für die beiden Methoden. Für die FMBEM wurden
im schallharten Fall 176 diskrete Frequenzen berechnet.
Das System ist insbesondere für hohe Frequenzen jedoch
schlecht konditioniert, so dass sehr viele Iterationen zur
Lösung notwendig werden. Für beide Lautsprecher hat
sich die Gesamtrechenzeit auf ca. 800 Stunden kumuliert,
während für die EBEM eine Gesamtrechenzeit von ca. 20
Minuten benötigt wurde. Auch wenn berücksichtigt wird,

dass durch besser angepasste Netze und gegebenenfalls
Präkonditionierung die Rechenzeiten der FMBEM noch
reduziert werden können, bleibt ein sehr deutlicher Ge-
schwindigkeitsvorteil zugunsten der EBEM bestehen.

Zusammenfassung und Ausblick
Die EBEM wurde als numerisches Berechnungsverfahren
für den Hochfrequenzbereich vorgestellt. Ihre Vorzüge lie-
gen insbesondere in der frequenzunabhängigen Diskreti-
sierung und der großen Robustheit gegenüber unschar-
fen Parametern. Damit einhergehend ergeben sich klei-
ne Modelle mit sehr geringen Rechenzeiten. Bei der An-
wendung der Methode müssen jedoch die zugrundelie-
genden Annahmen und ihr Gültigkeit beachtet werden,
so wurde exemplarisch gezeigt, dass die Ergebnisse bei
Verletzung der Diffusfeldannahme im Außenraum nur
eingeschränkte Aussagekraft besitzen. Die in [4] vorge-
stellte Implementierung als isogeometrisches Verfahren
ermöglicht potentiell eine noch frühere Einbindung in
den Produktentwicklungsprozess. Weiterhin würde eine
Kopplung mit der Energie-Finite-Elemente-Methode für
Strukturprobleme auch die Analyse noch komplexerer
Fragestellungen ermöglichen.
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