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Einleitung
Die Helmholtzgleichung erlaubt die Frequenzbe-
reichslösung umfassender Problemstellungen aus der
Akustik, führt jedoch zu Ungenauigkeiten, sobald
thermische und viskose Verluste relevant werden. Als
thermoviskose Verluste werden dissipative Effekte be-
zeichnet, die in Folge der Grenzschichtbildung zwischen
Fluid und Struktur entstehen. Aufgrund ihres lokalen
Charakters ist eine Vernachlässigung meist legitim.
Dennoch existieren zahlreiche Anwendungsfälle, bei
denen derartig kleinskalige Effekte eine entscheidende
Rolle spielen. Die Entwicklung der letzten Jahrzehnte
hat eine Vielzahl numerischer Methoden zur Modell-
bildung der thermoviskosen Verluste hervorgebracht.
Hierbei hervorzuheben sind vor allem die Finite Ele-
mente (FEM) und Randelemente (Engl. Boundary
Element Method, BEM) basierten Verfahren. Während
Ersteres eine hohe Netzfeinheit im Grenzschichtbereich
erfordert, führt die Lösung über BEM typischerweise
zu dichtbesetzten Matrizen. Betrachtet man weiterhin
die zusätzlichen physikalischen Freiheitsgrade des ther-
moviskosen Schallfelds, ergibt sich ein bislang nicht
tragbarer Rechenaufwand [1].
Im Rahmen dieses Beitrags werden nach kurzer
Einführung in die Bedeutung der thermoviskosen
Grenzschichteffekte und deren Modellierung mittels
BEM verschiedene Verfahren zur Lösung der BEM-
Matrixgleichung vorgestellt. Es wird eine Möglichkeit
aufgezeigt, wie durch Bildung des Schur-Komplements
die rechenintensive direkte Lösung des vollständigen
Matrixsystems vermieden werden kann. Hierbei wird das
System in zwei Stufen kondensiert und so der Einsatz
von iterativen Lösern ermöglicht.

Theorie der Grenzschichtbildung
Die Beschreibung physikalischer Vorgänge in der Aku-
stik erfolgt in der Regel unter Annahme bestimmter
Vereinfachungen. Neben Linearität, Strömungsfreiheit
und Homogenität der akustischen Mediums, werden zur
Herleitung der Helmholtzgleichung isentrope Randbedin-
gungen vorausgesetzt. Hierbei wird davon ausgegangen,
dass innerhalb des Mediums kein Wärmeaustausch
erfolgt (adiabat) und alle Prozesse reversible ablaufen.
In der Praxis kommt es im Übergangsbereich zwischen
dem Ausbreitungsmedium der akustischen Welle und
der umgebenden Stuktur zur Grenzschichtbildung.
Innerhalb dieser Grenzschichten treten entgegen der
Isentropieannahme signifikante thermische und viskose
Verluste auf [2].
Die nachfolgende Abbildung zeigt schematisch die Ent-
stehung dieser Grenzschichten. Die einfallende akustische

Welle haftet reibungsbedingt an der Wand, sodass sich
im Grenzschichtbereich ein verändertes Geschwin-
digkeitsprofil ergibt. Die Schallschnelle ~v wird soweit
reduziert, bis sie auf dem Rand der Schnelle der Struktur
entspricht (~v = ~vb); bei starrer Wand also zu Null wird.
Zu beachten ist hierbei, dass nicht wie üblicherweise
nur eine Kraftübertragung in Normalenrichtung er-
folgt, sondern, dass aufgrund der vorherrschenden
Viskosität auch Scherkräfte in die Tangentialrichtun-
gen berücksichtigt werden müssen. Zusätzlich kommt
es bedingt durch die Wellenausbreitung zu kleinen
Schwankungen der Umgebungstemperatur, die durch
die zusätzliche Reibungswärme im Grenzschichtbereich
beeinflusst werden. Da die Struktur in der Regel ei-
ne sehr viel größere Wärmekapazität als das Fluid
aufweist, entsteht ein Wärmestrom zwischen beiden
Domänen. Der sich hieraus ergebende Übergangsbereich
wird als thermische Grenzschicht bezeichnet. Auf
dem Rand selber wird die Temperaturschwankung zu
Null (T = Tb = 0). Die Ausdehnungen der beiden

Abbildung 1: Skizze der thermoviskosen Grenzschichtbil-
dung bei einfallender ebener Wellenfront.

Grenzschichten δv und δh sind abhängig von den Ma-
terialeigenschaften des Fluids und in antiproportionaler
Beziehung zur Frequenz (δ ∼ 1/f). Für den hörbaren
Frequenzbereich ergeben sich so Dicken von 15− 491µm
für die viskose Grenzschicht und 18 − 575µm für die
thermische Grenzschicht. Es bleibt also festzuhalten,
dass die thermoviskosen Effekte nur sehr lokal die
physikalischen Vorgänge beeinflussen und demnach bei
größer dimensionierten Problemen vernachlässigbar sind.
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Bedeutung in Metamaterialien
Für bestimmte Anwendungsfälle gilt dies jedoch nicht.
Hierzu zählen bspw. Hörgeräte, Kondensatormikrofone
oder akustische Metamaterialien (AMM), die enge
Spalten und Kavitäten in ähnlicher Größenordnung
wie die verlustbehaftete Grenzschicht aufweisen [1].
Die Effekte in der Grenzschicht sind hierbei dominant
und beeinflussen maßgeblich das akustische Verhalten
des Gesamtsystems. Die kürzlich publizierte Arbeit
von Henŕıquez u.a. [3] zeigen, dass die thermoviskosen
Verlusten bis hin zur vollständigen Unterdrückung
des doppelt-negativen Verhaltens von Metamaterialien
führen können. Entgegen der verlustfreien Berechnung
werden fast 100 % der transmittierten Energie durch
die Verluste dissipiert, wodurch sich eine potenzielle
Alternative zu herkömmlichen Absorbern ergibt. Auch
Frenzel u.a. [4] unterstreichen den signifikanten Einfluss
der Verluste bei labyrinthischen AMMs und thematisie-
ren die sich daraus ergebende interessante Möglichkeit
für das Design von Breitbandabsorbern mit richtungsu-
nabhängigen Eigenschaften. Die thermoviskosen Effekte
sind somit nicht vernachlässigbar und können sogar
durch gezielte Abstimmung zur Leistungssteigerung des
Metamaterials eingesetzt werden.

Thermoviskose Modellbildung
Um die zuvor genannten Beispiele berechnen zu können,
wurden in den letzten Jahrzehnten zahlreiche numerische
Verfahren für die thermoviskose Akustik entwickelt. Den
Grundstein hierzu legte Kirchhoff im 19. Jahrhundert.
Er untersuchte die Dämpfung von Schallwellen in
zylindrischen Röhren und konnte zeigen, dass die Erhal-
tungsgleichungen für Masse, Energie und Impuls eine
Superposition dreier unabhängige Moden darstellen: Die
Entropie-Mode zur Beschreibung der thermischen Diffu-
sion, die Vortex-Mode zur Beschreibung von Viskosität
und die akustische Mode. Die drei modalen Wellenfel-
der interagieren lediglich über ihre Randbedingungen
[2]. Auf Grundlage dessen entwickelten Zwikker und
Kosten ein Verfahren zur Untersuchung enger Röhren,
Wellenleiter und Schlitze unterhalb der Grenzfrequenz,
welches später als die Low Reduced Frequency Methode
(LRF) betitelt wurde. Die LRF-Methode setzt quasi-
eindimensionale Wellenausbreitung voraus, die sich aus
einer Wellenlänge deutlich größer als der Querschnitt
und einem über dem Querschnitt konstanten Schalldruck
ergibt. Das teilanalytische Verfahren ist sehr effizient,
zugleich jedoch durch die geltenden Annahmen stark in
seiner Anwendbarkeit beschränkt. Ähnliches gilt für das
sogenannte Boundary Layer Impedance Modell (BLI),
welches die Verluste als zusätzliche Impedanz auf den
Rand kondensiert, jedoch nur für höhere Frequenzen
oder große Kavitäten, in denen die Grenzschichten voll
ausgebildet und nicht überlappend sind, anwendbar ist.
Das Bestreben, beliebige Geometrien in unterschied-
lichen Frequenzbereichen zu analysieren, veranlasste
später die Entwicklung verlustbehafteter Finite Elemen-
te Methoden. Entsprechende Modelle basieren auf den
linearisierten, zeitharmonischen Erhaltungsgleichungen
(Engl. full linear Navier Stokes Equations, FLNS),

welche in ihrer ursprünglichen Form mit dem Schall-
druck, der Dichte- und Temperaturschwankung sowie
der Schnelle vier Unbekannte aufweisen. Zur Lösung
des Systems aus partiellen Differentialgleichungen gilt
es zunächst, mindestens eine dieser Unbekannten zu
eliminieren. Hierfür wurden zahlreiche Formulierungen
entwickelt. Hervorzuheben sei an dieser Stelle Kam-
pinga‘s Ansatz, welcher später in das kommerzielle
Programm COMSOL Multiphysics integriert wurde
[1]. Um die Grenzschichteffekte im Mikrometerbereich
folgerichtig aufzulösen, ist jedoch neben der allgemeinen
frequenzabhängigen Vernetzung des Fluidvolumens eine
sehr feine Diskretisierung der Grenzschicht erforderlich.
Durch die hohen Netzanforderungen, gepaart mit den
zahlreichen physikalischen Freiheitsgraden des verlust-
behafteten Systems, erfordert die Methode demnach
umfangreiche Rechenressourcen.
Der Überlegung folgend, dass die Verluste vorrangig in
Wandnähe wirken, erscheint die Randelementemethode
eine intuitive Wahl zur Aufschlüsselung der Effekte.
Henŕıquez u.a. [3, 5] lieferten eine erste vollständige
Randelemente Implementierung beider Verlustme-
chanismen. Die Autoren entwickelten zunächst eine
BEM-Formulierung für axialsymmetrische und später
für dreidimensionale Problemstellungen. Der große
Vorteil der thermoviskosen BEM besteht darin, dass
ausschließlich der Rand des akustischen Mediums
vernetzt wird und somit die umfangreiche Grenzschicht-
vernetzung vermieden werden kann.

BEM mit Verlusten
Basierend auf Kirchhoff’s Annahme, dass das thermovis-
kose Schallfeld als Überlagerung dreier entkoppelter Mo-
den betrachtet werden kann [2], lassen sich das akusti-
sche, thermische und viskose Wellenfeld analog zur Form
der isentropen Helmholtzgleichung nach [5] beschreiben
durch

∆pa + k2apa = 0, (1)

∆ph + k2hph = 0, (2)

∆~vv + k2v~vv = 0, (3)

wobei pa den akustischen Druck, ph den thermischen
Druck, ~vv die viskose Geschwindigkeit und ka, kh und
kv die zugehörigen spezifischen Wellenzahlen beschrei-
ben. Die aufgeführten Wellenzahlen ergeben sich aus
der Herleitung aus den Erhaltungsgleichungen und sind
komplexe Größen, die von den Umgebungsbedingungen,
den physikalischen Eigenschaften des Fluids und der
Frequenz abhängen. Während Gleichung (1) die klas-
sische akustische Wellenausbreitung beschreibt, können
die anderen beiden Gleichungen (2) und (3), bedingt
durch die großen Imaginärteile der Wellenzahlen, als
stark gedämpfte Diffusionsgleichungen interpretiert wer-
den, die nur in unmittelbarer Nähe der Grenzschicht zu
trage kommen. Durch Aufstellen der schwachen Form,
partielle Integration, Einsetzen der Green’schen Fun-
damentallösung (mit der jeweiligen Wellenzahl im Ex-
ponenten) und Diskretisierung durch die Kollokations-
methode ergeben sich analog zur isentropen BEM die
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Matrix-Gleichungen zu

Hapa −Ga
∂pa

∂n
= 0, (4)

Hhph −Gh
∂ph

∂n
= 0, (5)

Hv~vv −Gv
∂~vv

∂n
= 0. (6)

Zu beachten gilt hierbei, dass die viskose Geschwindigkeit
eine Vektorgröße in die drei Raumrichtungen (x, y, z)T

darstellt. Zur Lösung der fünf Matrix-Gleichungen mit
zehn Unbekannten werden weiterhin Randbedingungen
eingeführt. Als Kopplungsbedingungen werden Isother-
mie und Schlupffreiheit (Vgl. Abb. 1) angenommen, so-
dass gemäß dem Superpositionsprinzip auf dem Rand

T = Ta + Th = τapa + τhph = 0, (7)

~vb = ~va + ~vh + ~vv = φa~∇pa + φh~∇ph + ~vv (8)

gelte. Hierbei sind τa, τh, Φa und Φh komplexwertige
Konstanten, welche ebenso von der Frequenz und den
physikalischen Eigenschaften des Fluids abhängen. Des
Weiteren bedient man sich der Divergenzfreiheit des Ge-
schwindigkeitsfeldes, beschrieben durch

~∇ · ~vv =
∂vvx

∂x
+
∂vvy

∂y
+
∂vvz

∂z
= 0 (9)

um das Gleichungssystem zu komplementieren. Nach
Umformung der zehn mathematischen Gleichungen zur
Beschreibung des thermoviskosen Feldes, kann die finale
Systemmatrix aufgestellt werden zu



Ha −Ga 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 Hh −Gh 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 Hv −Gv 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 Hv −Gv 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 Hv −Gv

τa 0 τh 0 0 0 0 0 0 0
0 φa 0 φh diag(nx) 0 diag(ny) 0 diag(nz) 0

φaDt1 0 φhDt1 0 diag(t1x) 0 diag(t1y) 0 diag(t1z) 0
φaDt2 0 φhDt2 0 diag(t2x) 0 diag(t2y) 0 diag(t2z) 0

0 0 0 0

(
t1x1

T
)
◦Dt1

+
(
t2x1

T
)
◦Dt2

diag(nx)

(
t1y1

T
)
◦Dt1

+
(
t2y1

T
)
◦Dt2

diag(ny)

(
t1z1

T
)
◦Dt1

+
(
t2z1

T
)
◦Dt2

diag(nz)





pa
∂pa

∂n
ph
∂ph

∂n
vvx
∂vvx

∂n
vvy
∂vvy

∂n
vvz
∂vvz

∂n


=



0
0
0
0
0
0

vbn

vbt1

vbt2

0


. (10)

Während Ha und Ga (grau hinterlegt) die vollbesetzten
Matrizen für das Doppelschicht- und Einfachschicht-
potenzial des akustischen Feldes darstellen, sind die
blau hinterlegten Einträge dünnbesetzt. Hierzu gehören
bedingt durch den lokalen Charakter der Verluste
die Systemmatrizen des thermischen und viskosen
Feldes Hh/v und Gh/v sowie die Einträge der Dt1

und Dt2 Matrizen. Während die Normalableitungen
als unbekannte Lösungsgrößen verbleiben, müssen die
Tangentialableitungen aus der Haftbedingung und
der Nulldivergenzgleichung durch Differenzieren der
Interpolationsfunktionen nach der Tangentialrichtung
berechnet werden. Die daraus entstehenden Matrizen
werden mit Dt bezeichnet. Da die Lösungsgrößen in

Globalkoordinaten angeben sind, die Randbedingungen
bzw. Kopplungsbeziehungen jedoch lokal in (n, t1, t2)T

Richtung aufgebracht werden, sind außerdem Koordina-
tentransformationen erforderlich. Hierdurch ergeben sich
die Diagonalblöcke der Systemmatrix, z.B. diag(nx).
Die Übersicht der Matrix veranschaulicht, dass die
Lösung thermoviskoser Akustik mittels BEM zwar
vorteilhaft bezüglich der Vernetzungsstrategie ist, sich
bedingt durch die Eigenschaften der BEM jedoch
andere Herausforderungen ergeben. Die Betrachtung
der Verluste führt zu einem 102 - mal größerem System
als bei isentroper Berechnung üblich. Des Weiteren
muss die Ordnung der Interpolationspolynome bedingt
durch die Tangentialableitungen mindestens quadratisch
gewählt werden. Hierdurch werden, je nach Form der
Elemente, also sechs bis neun Knoten je Element bei dis-
kontinuierlicher Diskretisierung erforderlich. Neben der
Größe der Matrix, die einen erheblichen Speicherbedarf
erzeugt, weist die Matrix eine inhomogene Struktur auf.
Die Subblöcke sind, wie zuvor beschrieben, vollbesetzt,
dünnbesetzt, diagonal oder gänzlich null. Vereinzelte
Einträge der Diagonalblöcke können bei ungünstiger La-
ge der knotenbasierten Normal- und Tangentialvektoren
gegen Null gehen. Des Weiteren weisen die akustischen
und viskothermischen Einträge sehr unterschiedliche
Größenskalen auf. All dies führt zu einer schlechten
Konditionszahl der Matrix und einem Abbruch eines
jeden Versuchs, das System mittels iterativen Lösern
zu lösen. Es lassen sich zwei Lösungsansätze zur Be-
werkstelligung der beschriebenen Problematik ableiten.
Zum einen kann die Dünnbesetztheit der Matrix durch
geeignete Speicherformate, wie bspw. das Compressed

Sparse Column Format, ausgenutzt werden. Hierbei
werden alle Nulleinträge nicht berücksichtigt und alle
tatsächlichen Einträge als Wert und Positionskoordinate
gespeichert. Hierdurch lassen sich erhebliche Speicher-
vorteile erzielen. Dies reicht jedoch zur Berechnung realer
Anwendungsfälle, z.B. aus dem Bereich Metamaterialien,
nicht aus. Hierfür soll das System im Folgenden mittels
Schur-Komplement schrittweise kondensiert werden.

Kondensation mittels Schur-Komplement
Das Schur-Komplement wird im Wesentlichen als Gauß-
sches Eliminationsverfahren auf Ebene von Matrix-
blöcken interpretiert. Im ersten Schritt der Kondensati-

DAGA 2022 Stuttgart

269



on kann das Gleichungssystem so mit geringem Aufwand
von zehn auf vier Lösungsgrößen reduziert werden zu



φaG
−1
a Ha − φhG−1

h Hh
τa
τh

diag(nx) diag(ny) diag(nz)(
φa − φh τaτh

)
Dt1 diag(t1x) diag(t1y) diag(t1z)(

φa − φh τaτh
)
Dt2 diag(t2x) diag(t2y) diag(t2z)

0

diag(nx)G−1
v Hv

+
(
t1x1

T
)
◦Dt1

+
(
t2x1

T
)
◦Dt2

diag(ny)G−1
v Hv

+
(
t1y1

T
)
◦Dt1

+
(
t2y1

T
)
◦Dt2

diag(nz)G
−1
v Hv

+
(
t1z1

T
)
◦Dt1

+
(
t2z1

T
)
◦Dt2




pa

vvx

vvy

vvz

 =


vbn

vbt1

vbt2

0

. (11)

Wie anhand der Gleichung ersichtlich, wird hierdurch die
Dimension der Matrix deutlich reduziert. Da die Diago-
nalblöcke nun nicht mehr einzeln in der Matrixzeile vor-
kommen, wird die Konditionszahl verbessert. Allerdings
weist die Systemmatrix weiterhin eine inhomogene Struk-
tur auf, die schlechtes Konvergenzverhalten von iterati-
ven Lösern zur Folge hat. Darüber hinaus wird durch die
Kondensation eine Inversion der Matrizen Ga, Gh und
Gv notwendig, was vorallem bei der vollbesetzten aku-
stischen Matrix sehr rechenintensiv ist. Da das vorliegen-
de kondensierte System verglichen mit dem Ursprungs-
system noch keinen wirklichen Vorteil hervorbringt, wird
in einer zweiten Stufe eine weitere Kondensation ange-
strebt. Das so auf eine Unbekannte reduzierte System
wird weiterhin umgeformt, um die Inversion dichtbesetz-
ter Matrizen zu vermeiden. Damit ergibt sich



φaHa + Ga

{
−φhG−1

h Hh
τa
τh

+{(
nxn

T
x + nyn

T
y + nzn

T
z

)
◦G−1

v Hv

+
(
t1xn

T
x + t1yn

T
y + t1zn

T
z

)
◦Dt1

+
(
t2xn

T
x + t2yn

T
y + t2zn

T
z

)
◦Dt2

}−1 ·{ {(
nxt1

T
x + nyt1

T
y + nzt1

T
z

)
◦G−1

v Hv

+
(
t1xt1

T
x + t1yt1

T
y + t1zt1

T
z

)
◦Dt1

+
(
t2xt1

T
x + t2yt1

T
y + t2zt1

T
z

)
◦Dt2

}
Dt1

+
{(

nxt2
T
x + nyt2

T
y + nzt2

T
z

)
◦G−1

v Hv

+
(
t1xt2

T
x + t1yt2

T
y + t1zt2

T
z

)
◦Dt1

+
(
t2xt2

T
x + t2yt2

T
y + t2zt2

T
z

)
◦Dt2

}
Dt2

}(
φa − φh

τa
τh

)}



[
pa

]
=



Ga {vbn+{(
nxn

T
x + nyn

T
y + nzn

T
z

)
◦G−1

v Hv

+
(
t1xn

T
x + t1yn

T
y + t1zn

T
z

)
◦Dt1

+
(
t2xn

T
x + t2yn

T
y + t2zn

T
z

)
◦Dt2

}−1 ·{ {(
nxt1

T
x + nyt1

T
y + nzt1

T
z

)
◦G−1

v Hv

+
(
t1xt1

T
x + t1yt1

T
y + t1zt1

T
z

)
◦Dt1

+
(
t2xt1

T
x + t2yt1

T
y + t2zt1

T
z

)
◦Dt2

}
vbt1

+
{(

nxt2
T
x + nyt2

T
y + nzt2

T
z

)
◦G−1

v Hv

+
(
t1xt2

T
x + t1yt2

T
y + t1zt2

T
z

)
◦Dt1

+
(
t2xt2

T
x + t2yt2

T
y + t2zt2

T
z

)
◦Dt2

}
vbt2

}}



. (12)

Die Dimension des finalen Systems ist äquivalent zur
verlustfreien BEM und somit erheblich kleiner als
die ursprüngliche Formulierung der thermoviskosen
BEM. Des Weiteren ist die Systemmatrix vollbe-
setzt und aufgrund der homogenen Struktur gut
konditioniert. Dies erlaubt die Verwendung gängiger
iterativer Löser wie GMRES zur Lösung des finalen
Gleichungssystem. Außerdem können durch Anwen-
dung mehrerer verschachtelter iterativer Löser die
Matrix(inverse)-Matrix-Multiplikationen vermieden und
durch effizientere Matrix-Vektor-Multiplikationen ersetzt
werden. Nicht zuletzt sind in der finalen Formulierung
die dichtbesetzten Matrizen isoliert. Hierdurch ergibt
sich die Möglichkeit, zukünftig schnelle Verfahren wie die
Fast-Multipole-Methode anzuwenden, die den expliziten

Aufbau der vollbesetzten Koeffizientenmatrix umgehen.
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