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Einleitung

Die Helmholtzgleichung erlaubt die Frequenzbe-
reichslosung umfassender Problemstellungen aus der
Akustik, fiihrt jedoch zu Ungenauigkeiten, sobald
thermische und viskose Verluste relevant werden. Als
thermoviskose Verluste werden dissipative Effekte be-
zeichnet, die in Folge der Grenzschichtbildung zwischen
Fluid und Struktur entstehen. Aufgrund ihres lokalen
Charakters ist eine Vernachlidssigung meist legitim.
Dennoch existieren zahlreiche Anwendungsfille, bei
denen derartig kleinskalige Effekte eine entscheidende
Rolle spielen. Die Entwicklung der letzten Jahrzehnte
hat eine Vielzahl numerischer Methoden zur Modell-
bildung der thermoviskosen Verluste hervorgebracht.
Hierbei hervorzuheben sind vor allem die Finite Ele-
mente (FEM) und Randelemente (Engl. Boundary
Element Method, BEM) basierten Verfahren. Wihrend
Ersteres eine hohe Netzfeinheit im Grenzschichtbereich
erfordert, fithrt die Losung iiber BEM typischerweise
zu dichtbesetzten Matrizen. Betrachtet man weiterhin
die zusétzlichen physikalischen Freiheitsgrade des ther-
moviskosen Schallfelds, ergibt sich ein bislang nicht
tragbarer Rechenaufwand [1].

Im Rahmen dieses Beitrags werden nach kurzer
Einfiihrung in die Bedeutung der thermoviskosen
Grenzschichteffekte und deren Modellierung mittels
BEM verschiedene Verfahren zur Losung der BEM-
Matrixgleichung vorgestellt. Es wird eine Mdoglichkeit
aufgezeigt, wie durch Bildung des Schur-Komplements
die rechenintensive direkte Losung des vollstédndigen
Matrixsystems vermieden werden kann. Hierbei wird das
System in zwei Stufen kondensiert und so der Einsatz
von iterativen Losern ermdoglicht.

Theorie der Grenzschichtbildung

Die Beschreibung physikalischer Vorgéinge in der Aku-
stik erfolgt in der Regel unter Annahme bestimmter
Vereinfachungen. Neben Linearitéit, Stromungsfreiheit
und Homogenitét der akustischen Mediums, werden zur
Herleitung der Helmholtzgleichung isentrope Randbedin-
gungen vorausgesetzt. Hierbei wird davon ausgegangen,
dass innerhalb des Mediums kein Wiarmeaustausch
erfolgt (adiabat) und alle Prozesse reversible ablaufen.
In der Praxis kommt es im Ubergangsbereich zwischen
dem Ausbreitungsmedium der akustischen Welle und
der umgebenden Stuktur zur Grenzschichtbildung.
Innerhalb dieser Grenzschichten treten entgegen der
Isentropieannahme signifikante thermische und viskose
Verluste auf [2].

Die nachfolgende Abbildung zeigt schematisch die Ent-
stehung dieser Grenzschichten. Die einfallende akustische
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Welle haftet reibungsbedingt an der Wand, sodass sich
im  Grenzschichtbereich ein verdndertes Geschwin-
digkeitsprofil ergibt. Die Schallschnelle v wird soweit
reduziert, bis sie auf dem Rand der Schnelle der Struktur
entspricht (¢ = @},); bei starrer Wand also zu Null wird.
Zu beachten ist hierbei, dass nicht wie iiblicherweise
nur eine Kraftiibertragung in Normalenrichtung er-
folgt, sondern, dass aufgrund der vorherrschenden
Viskositdt auch Scherkrifte in die Tangentialrichtun-
gen beriicksichtigt werden miissen. Zusétzlich kommt
es bedingt durch die Wellenausbreitung zu kleinen
Schwankungen der Umgebungstemperatur, die durch
die zusétzliche Reibungswirme im Grenzschichtbereich
beeinflusst werden. Da die Struktur in der Regel ei-
ne sehr viel groflere Wérmekapazitdt als das Fluid
aufweist, entsteht ein Wirmestrom zwischen beiden
Domiinen. Der sich hieraus ergebende Ubergangsbereich
wird als thermische Grenzschicht bezeichnet. Auf
dem Rand selber wird die Temperaturschwankung zu

Null (T = Ty, = 0). Die Ausdehnungen der beiden
> v ungestorter
Wellenfront — Querschnitt

Grenzschicht

Rand

Abbildung 1: Skizze der thermoviskosen Grenzschichtbil-
dung bei einfallender ebener Wellenfront.

Grenzschichten §, und ¢, sind abhéngig von den Ma-
terialeigenschaften des Fluids und in antiproportionaler
Beziehung zur Frequenz (6 ~ 1/f). Fiir den hérbaren
Frequenzbereich ergeben sich so Dicken von 15 — 491um
fiir die viskose Grenzschicht und 18 — 575um fiir die
thermische Grenzschicht. Es bleibt also festzuhalten,
dass die thermoviskosen Effekte nur sehr lokal die
physikalischen Vorgénge beeinflussen und demnach bei
grofler dimensionierten Problemen vernachléssighar sind.
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Bedeutung in Metamaterialien

Fiir bestimmte Anwendungsfille gilt dies jedoch nicht.
Hierzu zdhlen bspw. Horgerite, Kondensatormikrofone
oder akustische Metamaterialien (AMM), die enge
Spalten und Kavitdten in &#hnlicher Grofenordnung
wie die verlustbehaftete Grenzschicht aufweisen [1].
Die Effekte in der Grenzschicht sind hierbei dominant
und beeinflussen mafigeblich das akustische Verhalten
des Gesamtsystems. Die kiirzlich publizierte Arbeit
von Henriquez u.a. [3] zeigen, dass die thermoviskosen
Verlusten bis hin zur vollstdndigen Unterdriickung
des doppelt-negativen Verhaltens von Metamaterialien
fithren konnen. Entgegen der verlustfreien Berechnung
werden fast 100 % der transmittierten Energie durch
die Verluste dissipiert, wodurch sich eine potenzielle
Alternative zu herkémmlichen Absorbern ergibt. Auch
Frenzel u.a. [4] unterstreichen den signifikanten Einfluss
der Verluste bei labyrinthischen AMMs und thematisie-
ren die sich daraus ergebende interessante Moglichkeit
fir das Design von Breitbandabsorbern mit richtungsu-
nabhéngigen Eigenschaften. Die thermoviskosen Effekte
sind somit nicht vernachlidssigbar und koénnen sogar
durch gezielte Abstimmung zur Leistungssteigerung des
Metamaterials eingesetzt werden.

Thermoviskose Modellbildung

Um die zuvor genannten Beispiele berechnen zu kénnen,
wurden in den letzten Jahrzehnten zahlreiche numerische
Verfahren fiir die thermoviskose Akustik entwickelt. Den
Grundstein hierzu legte Kirchhoff im 19. Jahrhundert.
Er untersuchte die Dampfung von Schallwellen in
zylindrischen Rohren und konnte zeigen, dass die Erhal-
tungsgleichungen fiir Masse, Energie und Impuls eine
Superposition dreier unabhéngige Moden darstellen: Die
Entropie-Mode zur Beschreibung der thermischen Diffu-
sion, die Vortex-Mode zur Beschreibung von Viskositét
und die akustische Mode. Die drei modalen Wellenfel-
der interagieren lediglich iiber ihre Randbedingungen
[2]. Auf Grundlage dessen entwickelten Zwikker und
Kosten ein Verfahren zur Untersuchung enger Rohren,
Wellenleiter und Schlitze unterhalb der Grenzfrequenz,
welches spéter als die Low Reduced Frequency Methode
(LRF) betitelt wurde. Die LRF-Methode setzt quasi-
eindimensionale Wellenausbreitung voraus, die sich aus
einer Wellenldnge deutlich grofler als der Querschnitt
und einem iiber dem Querschnitt konstanten Schalldruck
ergibt. Das teilanalytische Verfahren ist sehr effizient,
zugleich jedoch durch die geltenden Annahmen stark in
seiner Anwendbarkeit beschrénkt. Ahnliches gilt fiir das
sogenannte Boundary Layer Impedance Modell (BLI),
welches die Verluste als zusétzliche Impedanz auf den
Rand kondensiert, jedoch nur fiir héhere Frequenzen
oder grofie Kavitiiten, in denen die Grenzschichten voll
ausgebildet und nicht iiberlappend sind, anwendbar ist.
Das Bestreben, beliebige Geometrien in unterschied-
lichen Frequenzbereichen zu analysieren, veranlasste
spéter die Entwicklung verlustbehafteter Finite Elemen-
te Methoden. Entsprechende Modelle basieren auf den
linearisierten, zeitharmonischen FErhaltungsgleichungen
(Engl. full linear Navier Stokes Equations, FLNS),
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welche in ihrer urspriinglichen Form mit dem Schall-
druck, der Dichte- und Temperaturschwankung sowie
der Schnelle vier Unbekannte aufweisen. Zur Losung
des Systems aus partiellen Differentialgleichungen gilt
es zunédchst, mindestens eine dieser Unbekannten zu
eliminieren. Hierfiir wurden zahlreiche Formulierungen
entwickelt. Hervorzuheben sei an dieser Stelle Kam-
pinga‘s Ansatz, welcher spiter in das kommerzielle
Programm COMSOL Multiphysics integriert wurde
[1]. Um die Grenzschichteffekte im Mikrometerbereich
folgerichtig aufzulGsen, ist jedoch neben der allgemeinen
frequenzabhéngigen Vernetzung des Fluidvolumens eine
sehr feine Diskretisierung der Grenzschicht erforderlich.
Durch die hohen Netzanforderungen, gepaart mit den
zahlreichen physikalischen Freiheitsgraden des verlust-
behafteten Systems, erfordert die Methode demnach
umfangreiche Rechenressourcen.

Der Uberlegung folgend, dass die Verluste vorrangig in
Wandnéhe wirken, erscheint die Randelementemethode
eine intuitive Wahl zur Aufschliisselung der Effekte.
Henriquez w.a. [3, 5] lieferten eine erste vollstdndige
Randelemente Implementierung beider Verlustme-
chanismen. Die Autoren entwickelten zunéchst eine
BEM-Formulierung fiir axialsymmetrische und spéter
fiir dreidimensionale Problemstellungen. Der grofle
Vorteil der thermoviskosen BEM besteht darin, dass
ausschlieflich der Rand des akustischen Mediums
vernetzt wird und somit die umfangreiche Grenzschicht-
vernetzung vermieden werden kann.

BEM mit Verlusten

Basierend auf Kirchhoff’s Annahme, dass das thermovis-
kose Schallfeld als Uberlagerung dreier entkoppelter Mo-
den betrachtet werden kann [2], lassen sich das akusti-
sche, thermische und viskose Wellenfeld analog zur Form
der isentropen Helmholtzgleichung nach [5] beschreiben
durch

Apa + kZpa =0,
Apn + kipy = 0,
AT, + k2T, =0,

(1)
(2)
3)

wobei p, den akustischen Druck, p, den thermischen
Druck, v, die viskose Geschwindigkeit und k,, k, und
k, die zugehorigen spezifischen Wellenzahlen beschrei-
ben. Die aufgefithrten Wellenzahlen ergeben sich aus
der Herleitung aus den Erhaltungsgleichungen und sind
komplexe Groflen, die von den Umgebungsbedingungen,
den physikalischen Eigenschaften des Fluids und der
Frequenz abhingen. Wihrend Gleichung (1) die klas-
sische akustische Wellenausbreitung beschreibt, kénnen
die anderen beiden Gleichungen (2) und (3), bedingt
durch die groflen Imaginirteile der Wellenzahlen, als
stark gedampfte Diffusionsgleichungen interpretiert wer-
den, die nur in unmittelbarer Nihe der Grenzschicht zu
trage kommen. Durch Aufstellen der schwachen Form,
partielle Integration, Finsetzen der Green’schen Fun-
damentallésung (mit der jeweiligen Wellenzahl im Ex-
ponenten) und Diskretisierung durch die Kollokations-
methode ergeben sich analog zur isentropen BEM die



Matrix-Gleichungen zu

Opa
H.p. — G, =0, 4
P 5, =0 (4)
Opn
Hppy — Gp =2 =
hPh hp, 0, (5)
O,
Hv _’v - va = U.
vy — G o 0 (6)

Zu beachten gilt hierbei, dass die viskose Geschwindigkeit
eine Vektorgrofie in die drei Raumrichtungen (z,vy,2)T
darstellt. Zur Losung der fiinf Matrix-Gleichungen mit
zehn Unbekannten werden weiterhin Randbedingungen
eingefithrt. Als Kopplungsbedingungen werden Isother-
mie und Schlupffreiheit (Vgl. Abb. 1) angenommen, so-
dass gemifl dem Superpositionsprinzip auf dem Rand

(7)
(8)

gelte. Hierbei sind 7,, ™, ®, und &, komplexwertige
Konstanten, welche ebenso von der Frequenz und den
physikalischen Eigenschaften des Fluids abhéingen. Des
Weiteren bedient man sich der Divergenzfreiheit des Ge-
schwindigkeitsfeldes, beschrieben durch

T:Ta+Th = TaPa + ThPh :O,
B = Ta + T + Ty = GaVDa + 6, VDR + Ty

Ovyy

dy

Ovy,

0z

-

\%

5 Oy,
T, =
ox

=0 (9)
um das Gleichungssystem zu komplementieren. Nach
Umformung der zehn mathematischen Gleichungen zur
Beschreibung des thermoviskosen Feldes, kann die finale
Systemmatrix aufgestellt werden zu

H, -G, 0 0
0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
T, 0 Th
0 Pa 0
0
. [l
0 0 0

Wiéhrend H, und G, (grau hinterlegt) die vollbesetzten
Matrizen fiir das Doppelschicht- und Einfachschicht-
potenzial des akustischen Feldes darstellen, sind die
blau hinterlegten Eintrége diinnbesetzt. Hierzu gehoren
bedingt durch den lokalen Charakter der Verluste
die Systemmatrizen des thermischen und viskosen
Feldes Hy/, und Gy, sowie die Eintrdge der Dy,
und D;, Matrizen. Wéhrend die Normalableitungen
als unbekannte Losungsgroflen verbleiben, miissen die
Tangentialableitungen aus der Haftbedingung und
der Nulldivergenzgleichung durch Differenzieren der
Interpolationsfunktionen nach der Tangentialrichtung
berechnet werden. Die daraus entstehenden Matrizen
werden mit D; bezeichnet. Da die Losungsgrofien in
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Globalkoordinaten angeben sind, die Randbedingungen
bzw. Kopplungsbeziehungen jedoch lokal in (n,ty,ts)T
Richtung aufgebracht werden, sind aulerdem Koordina-
tentransformationen erforderlich. Hierdurch ergeben sich
die Diagonalblocke der Systemmatrix, z.B. diag(n,).

Die Ubersicht der Matrix veranschaulicht, dass die
Losung thermoviskoser Akustik mittels BEM zwar
vorteilhaft beziiglich der Vernetzungsstrategie ist, sich
bedingt durch die Eigenschaften der BEM jedoch
andere Herausforderungen ergeben. Die Betrachtung
der Verluste fiihrt zu einem 102 - mal groferem System
als bei isentroper Berechnung {iblich. Des Weiteren
muss die Ordnung der Interpolationspolynome bedingt
durch die Tangentialableitungen mindestens quadratisch
gewahlt werden. Hierdurch werden, je nach Form der
Elemente, also sechs bis neun Knoten je Element bei dis-
kontinuierlicher Diskretisierung erforderlich. Neben der
Grofle der Matrix, die einen erheblichen Speicherbedarf
erzeugt, weist die Matrix eine inhomogene Struktur auf.
Die Subblécke sind, wie zuvor beschrieben, vollbesetzt,
diinnbesetzt, diagonal oder géinzlich null. Vereinzelte
Eintréige der Diagonalblocke kénnen bei ungiinstiger La-
ge der knotenbasierten Normal- und Tangentialvektoren
gegen Null gehen. Des Weiteren weisen die akustischen
und viskothermischen Eintrdge sehr unterschiedliche
Groflenskalen auf. All dies fiihrt zu einer schlechten
Konditionszahl der Matrix und einem Abbruch eines
jeden Versuchs, das System mittels iterativen Losern
zu l6sen. Es lassen sich zwei Losungsansétze zur Be-
werkstelligung der beschriebenen Problematik ableiten.
Zum einen kann die Diinnbesetztheit der Matrix durch
geeignete Speicherformate, wie bspw. das Compressed

el oro
Pa
on 0
||
9Ph
on 0
Vvz 0
Ve | = 0 ( 1 0)
on
Vvy Vbn
Bgvy Vb,
n
Vy, Vb,
vy, 0
L on U - -

Sparse Column Format, ausgenutzt werden. Hierbei
werden alle Nulleintrdge nicht beriicksichtigt und alle
tatsdchlichen Eintrédge als Wert und Positionskoordinate
gespeichert. Hierdurch lassen sich erhebliche Speicher-
vorteile erzielen. Dies reicht jedoch zur Berechnung realer
Anwendungsfiille, z.B. aus dem Bereich Metamaterialien,
nicht aus. Hierfiir soll das System im Folgenden mittels
Schur-Komplement schrittweise kondensiert werden.

Kondensation mittels Schur-Komplement

Das Schur-Komplement wird im Wesentlichen als Gauf-
sches Eliminationsverfahren auf Ebene von Matrix-
blocken interpretiert. Im ersten Schritt der Kondensati-
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on kann das Gleichungssystem so mit geringem Aufwand
von zehn auf vier Losungsgréfien reduziert werden zu

Wie anhand der Gleichung ersichtlich, wird hierdurch die
Dimension der Matrix deutlich reduziert. Da die Diago-
nalblocke nun nicht mehr einzeln in der Matrixzeile vor-
kommen, wird die Konditionszahl verbessert. Allerdings
weist die Systemmatrix weiterhin eine inhomogene Struk-
tur auf, die schlechtes Konvergenzverhalten von iterati-
ven Losern zur Folge hat. Dariiber hinaus wird durch die
Kondensation eine Inversion der Matrizen G,, Gy und
G, notwendig, was vorallem bei der vollbesetzten aku-
stischen Matrix sehr rechenintensiv ist. Da das vorliegen-
de kondensierte System verglichen mit dem Ursprungs-
system noch keinen wirklichen Vorteil hervorbringt, wird
in einer zweiten Stufe eine weitere Kondensation ange-
strebt. Das so auf eine Unbekannte reduzierte System
wird weiterhin umgeformt, um die Inversion dichtbesetz-
ter Matrizen zu vermeiden. Damit ergibt sich

oaHa+Ga{f¢>hG*1HhE+

{(nln +nyn +n.n; )oG 'H,
+ (t1,n +t1yn +t1.n ) oDy,
+ (tzzn +t2ynu +t2.n ) ODt;}
{ {(nztlz +nyt1y +nzt1z) oGy'H,
+ (tlmtl;f + tlytlg + tlzt1;F) oDy,
+ (t2yta] +tayt1y +t2.t:]) oDy, } Dy,
+{(nat2] +nytzy +n.t2]) 0 GJTH,,
+ (brgta] +taybay +t1.t2]) 0Dy,

+ (t2mt2;r + tzytz;r + t2zt2;r) oDy, } Dy, } <¢a — ¢n

1

Die Dimension des finalen Systems ist dquivalent zur
verlustfreien BEM und somit erheblich kleiner als
die wurspriingliche Formulierung der thermoviskosen
BEM. Des Weiteren ist die Systemmatrix vollbe-
setzt und aufgrund der homogenen Struktur gut
konditioniert. Dies erlaubt die Verwendung gingiger
iterativer Loser wie GMRES zur Loésung des finalen
Gleichungssystem. Auflerdem koénnen durch Anwen-
dung mehrerer verschachtelter iterativer Loser die
Matrix(inverse)-Matrix-Multiplikationen vermieden und
durch effizientere Matrix-Vektor-Multiplikationen ersetzt
werden. Nicht zuletzt sind in der finalen Formulierung
die dichtbesetzten Matrizen isoliert. Hierdurch ergibt
sich die Moglichkeit, zukiinftig schnelle Verfahren wie die
Fast-Multipole-Methode anzuwenden, die den expliziten

ol
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Aufbau der vollbesetzten Koeffizientenmatrix umgehen.

[6.G7'Ha — ¢nGy, " Hy 2 diag(n,) diag(ny) diag(n.) ]
d)a én7 ) Dy, diag(t1,) diag(t1,) diag(t1,) Pa Vo,
$a — fnT> ) Dy, diag(tgl) diag(t2y) diag(tz,) Vvi| _ | Vb (11)
diag(n,)G diag(n,)Gy diag(n,)G7'H, | |Vvy Vb,
0 + (61,17) 0 Dtl + (61,17) 0 Dtl +(t1T) oD, | el L0
L (tZz T) oDy, + (t2y ) oDy, + (tzle) oDy,
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