
Optimierung von Metamaterialien

Nicolai Rehbein1, Henning Lohmann1, Sören Keuchel1, Olgierd Zaleski1
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Einleitung
Vibroakustische Metamaterialien spielen eine wichtige
Rolle in verschiedenen Disziplinen. Insbesondere in der
Automobilindustrie werden sie verwendet, um Bautei-
le mit der Karosserie zu verbinden und Schwingungen
in bestimmten Frequenz-Bereichen zur Reduktion von
Schallemissionen zu unterdrücken. Dies geschieht meist
durch das Aufbringen von Resonatoren an der Material-
oberfläche. Da Metamaterialien vor allem im Leichtbau
Anwendung finden, besteht die Herausforderung darin,
dass die Gesamtmasse des Materials durch die Resona-
toren nicht zu stark anwachsen darf. Im resultierenden
Optimierungsproblem soll die Frage beantwortet werden,
wie die Resonatoren beschaffen sein müssen und wo diese
idealerweise positioniert werden. In dieser Arbeit werden
die wesentlichen Aspekte von vibroakustischen Metama-
terialien erläutert und mögliche Parameter zur Optimie-
rung festgelegt. Außerdem wird eine Auswahl von Op-
timierungsverfahren vorgestellt und schließlich zu einem
Modellproblem Ergebnisse der Optimierung präsentiert.

Vibroakustische Metamaterialien

Abbildung 1: Beispiel für ein Verbundsmetamaterial, [2]

Vibroakustische Metamaterialien können im Automobil-
bau durch das Aufbringen von vielen kleinen Resonato-
ren realisiert werden. Meist werden die Resonatoren git-
terförmig angeordnet, wie Abbildung 1 zeigt.

Modelliert wird ein einzelner Resonator als ein Feder-
Masse-Dämpfer-System (vgl. Abbildung 2).

Das gesamte Metamaterial wird dann als Netz von Feder-
Masse-Dämpfer-Systemen modelliert, die mit einer Plat-
te verbunden sind, wie Abbildung 3 zeigt.

Für die Optimierung des Verhaltens von dem Metamate-
rial ergeben sich die folgenden Parameter.

Masse des Resonators

Resonanzfrequenz der Feder

Dämpfung

Abbildung 2: Ein einzelner Resonator wird als Feder-Masse-
Dämpfer-System modelliert.

Abbildung 3: Das vibroakustische Metamaterial wird über
Resonatoren, die jeweils aus einem Feder-Masse-Dämpfer-
System bestehen und mit der Platte verbunden sind, model-
liert.

Position der Resonatoren

Anzahl der Resonatoren

Es besteht zunächst die Möglichkeit, dass grundsätzlich
nur gleiche Resonatoren angebracht werden. In diesem
Fall treten die Parameter Masse, Resonanzfrequenz und
Dämpfung jeweils als ein Parameter auf. Alternativ kann
auch jeder Resonator individuell sein, was bedeutet, dass
Masse, Resonanzfrequenz und Dämpfung pro Resonator
als Parameter auftreten. Darüber hinaus sind natürlich
auch Varianten denkbar, bei denen nur einzelne Größen
von Resonator zu Resonator variiert und andere global
gleich sind.

Bei der Position der Resonatoren gibt es auch verschie-
dene Möglichkeiten der Modellierung. Zum einen kann
man die Koordinaten aller Resonatoren als Parameter
betrachten, was allerdings zu einer hohen Anzahl an Pa-
rametern führt. Zum anderen kann man grundsätzlich
die Annahme treffen, dass die Resonatoren in einem be-
stimmten Muster (z.B. Rechteck, Dreieck oder Stern) an-
geordnet sind. Diese geometrische Form kann dann in der
Regel mit einer geringeren Anzahl an Parametern para-
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metrisiert werden.

Für diese Ausarbeitung wird die Masse grundsätzlich als
Verhältnis zwischen der Summe aller Resonatormassen
zur Masse der Platte angegeben. Die Dämpfung wird
über das Lehr’sche Dämpfungsmaß angegeben.

Modellproblem
Um das Verhalten eines Metamaterials zu simulieren,
wird ein vereinfachtes Modell betrachtet (vgl. Abbildung
4).

Abbildung 4: Diese in drei Abschnitte unterteilte Platte
stellt ein gutes Modell für ein vibroakustisches Metamaterial
dar. Die Anregung findet auf der ersten Platte statt, auf der
mittleren Platte befinden sich die Resonatoren und auf der
dritten Platte werden die Amplituden untersucht.

Das Modell besteht aus einer Platte, die in drei gleich
große Abschnitte unterteilt ist. Im ersten Abschnitt, der
mit

”
Platte 1“ gekennzeichnet ist, wird die Platte peri-

odisch mit einer Einheitskraft für verschiedene Frequen-
zen angeregt. Im zweiten Abschnitt,

”
Metamaterial“ be-

finden sich die Resonatoren. Schließlich wird im dritten
Abschnitt

”
Platte 3“ die Amplitude für die Auslenkung

betrachtet.

Die Platte ist an allen Rändern gelenkig gelagert und
wird mit Finiten Elementen diskretisiert.

Als Ergebnis wird über die Amplitude über alle Knoten
auf der dritten Platte gemittelt.

Durchgeführt wurden die Finite-Element-Berechnungen
mit der MATLAB Toolbox Adaptrosim ([1]).

Optimierung
Um die dämpfende Eigenschaft des vibroakustischen Me-
tamaterials zu optimieren, muss zunächst eine Zielfunk-
tion definiert werden.

Zielfunktion
Das Ergebnis aus einer Berechnung des Modellproblems
aus dem vorherigen Abschnitt ist die Amplitude in
Abhängigkeit der Frequenz, wie in Abbildung 5 gezeigt
wird. Bei der Amplitude kann es sich um die Verschie-
bung, die Geschwindigkeit oder auch die Beschleunigung
handeln.

Abbildung 5: Dieser Frequenzplot beschreibt die Amplitu-
den der Beschleunigung in Abhängigkeit der Frequenz. Als
Zielfunktion dient das Integral über einen bestimmten Fre-
quenzbereich.

Es muss nun aus dem Berechnungsergebnis eine passen-
de Zielfunktion abgeleitet werden, welche dann optimiert
werden kann.

Eine gute und gut zu realisierende Möglichkeit ist es,
in einem definierten Frequenzbereich das Integral über
die frequenzabhängigen Amplituden zu berechnen und
dann diesen Wert zu minimieren. Daraus ergibt sich die
Zielfunktion g.

g(x) =

∫ f2

f1

a(x, f) df (1)

Hierbei beschreibt f1 die untere sowie f2 die obere Grenze
des Frequenzbandes, a die Amplitude und x einen Vektor
aus den Parametern.

Das entstandene Optimierungsproblem enthält
zusätzlich noch Nebenbedingungen. Diese lassen
sich wie folgt beschreiben:

Die Masse ist grundsätzlich nicht negativ und nach
oben beschränkt: 0 ≤ m ≤ mmax

Das Lehr’sche Dämpfungsmaß liegt stets zwischen 0
und 1: 0 ≤ d ≤ 1

Die Resonanzfrequenz des Resonators ist auch phy-
sikalisch bedingt beschränkt: 0 ≤ fR ≤ fR,max

Die Position der Resonatoren ist durch die Geome-
trie des Mittelteils der Platte beschränkt.

Die Anzahl der Resonatoren ist grundsätzlich posi-
tiv.

Die hier gegebenen Nebenbedingungen geben für jeden
Parameter ein zulässiges Intervall an. Man spricht in die-
sem Zusammenhang in der Optimierung auch von soge-
nannten Box-Nebenbedingungen. Diese Nebenbedingun-
gen sind sehr gut mit Optimierungsverfahren zu behan-
deln.

Ein anderer Ansatz wäre es, als Zielfunktion die Summe
aller Resonatormassen zu minimieren und als Nebenbe-
dingungen eine Beschränkung der Amplitude für gewisse
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Frequenzen vorzuschreiben. Derartige Akzeptanzkurven
werden in der Praxis für Gesamtfahrzeuge oft benutzt.
Die Herausforderung ist hier allerdings, dass der zulässige
Parameterbereich hier keine einfache Box mehr darstellt,
sondern in aller Regel nicht einmal mehr als konvex an-
genommen werden kann. Insofern ist es an dieser Stelle
relevant, dass man bereits gute Startwerte hat, um den
Optimierungsprozess zu beginnen.

Optimierungsverfahren
Um obiges Optimierungsproblem effizient zu lösen, wur-
den die folgenden drei Optimierungsverfahren in die en-
gere Auswahl genommen.

1. Adaptive Partikel-Schwarm-Optimierung
Es wurde eine adaptive Variante der Partikel-
Schwarm-Optimierung betrachtet, die von Zhan,
Zhang, Li und Chung in [5] beschrieben wird. Da-
bei werden je nach Konstellation der Partikel die
Parameter angepasst. Mit einer Partikel-Schwarm-
Optimierung kann ein großer Parameterraum abge-
deckt werden, so dass auch die Chance besteht, das
globale Minimum im vorgegebenen Parameterbe-
reich zu finden. Bei diesem Verfahren ist die Konver-
genz allerdings letztlich langsam - zumindest wenn
als Konvergenzkriterium gilt, dass sich hinreichend
viele Partikel dicht am Optimum befinden müssen.
Außerdem erfordert eine hohe Anzahl an Parame-
tern auch viele Partikel und deshalb auch eine hohe
Anzahl an Funktionsauswertungen.

2. Nelder-Mead Methode (auch als Downhill Sim-
plex bekannt)
Die Nelder-Mead-Methode ist eine gängige Metho-
de, um nichtlineare Optimierungsaufgaben zu lösen,
und hat den Vorteil, dass sie vergleichsweise weni-
ge Funktionsauswertungen benötigt. Allerdings kon-
vergiert sie lediglich lokal. Eine Beschreibung findet
man in jedem Buch über numerische Optimierung,
wie z.B. [3].

3. Filtered Trust Region Methode
Die Trust Region Methode ist ein gradientenba-
siertes Verfahren, bei welchem die Schrittlänge
beschränkt wird, vergleichbar zum gedämpften
Newton-Verfahren. Eine besondere Variante für
Optimierungsaufgaben mit Box-Nebenbedingungen
wurde von Sainvitu und Toint in [4] vorgestellt. Die-
ses Verfahren konvergiert schnell gegen einen stati-
onären Punkt - der allerdings nicht zwingend ein Mi-
nimum sein muss. Zudem muss in jedem Iterations-
schritt der Gradient und die Hesse-Matrix bestimmt
werden. Eine numerische Berechnung des Gradien-
ten ist bei einer hohen Anzahl an Parametern recht
aufwendig. Die Berechnung der Hesse-Matrix ist so-
gar noch aufwendiger, weshalb dieser Schritt meist
durch eine Approximation der Hesse-Matrix ersetzt
wird.

Wesentliche Herausforderungen bei der Adaptiven
Partikel-Schwarm-Optimierung sowie der Nelder-Mead
Methode ist die Frage, wie Konvergenz definiert wird.
In beiden Fällen hat man einen Satz von Parameter-

sets, unter denen immer
”
schlechtere“ (hoher Funktions-

wert) gegen
”
bessere“ (geringerer Funktionswert) ausge-

tauscht werden sollen. Als mögliches Maß der Konver-
genz könnte man also die Abstände der Parametersets
betrachten oder das Volumen des von ihnen aufgespann-
ten Simplex. Wenn man allerdings die Positionen der Re-
sonatoren als Variablen zulässt, so können zwei gleiche
Resonatoranordnungen zwei verschiedene Parametersets
haben, wenn z.B. zwei Resonatoren genau die Positio-
nen tauschen. In diesem Fall würde keine Konvergenz
eintreten. Bei einem iterativen Verfahren, wie der (Filte-
red) Trust Region Methode, ist die Konvergenz dagegen
leichter messbar, indem der Unterschied zwischen zwei
Iterierten überwacht wird.

Beispiele
Es wurde in zwei Beispielen das Übertragungsverhalten
von einemMetamaterial berechnet. In beiden Fällen wur-
de das zuvor beschriebene Modell betrachtet und es be-
fanden sich 25 Resonatoren auf dem Metamaterial. Ta-
belle 1 beschreibt die weiteren Daten des Beispiels.

Tabelle 1: Übersicht über die Beispiele

Aufwend.
Modell

Vereinfachtes
Modell

Anzahl
Resonatoren

25 25

Stoppband 120 bis 140Hz 120 bis 140 Hz
Positionen der
Resonatoren

frei 5x5 Raster

Masse, Reso-
nanzfrequenz,
Dämpfung

global global

mmax 0.1mPlatte 0.1mPlatte

fR,max 400Hz 400Hz
Anzahl

Parameter
53 7

Fallen mehrere Resonatoren auf die selbe Position so wird
die Masse des jeweiligen Resonators entsprechend verviel-
facht.

Beide Beispiele wurden mit der Filtered Trust Region
Methode berechnet.

Der wesentliche Unterschied zwischen beiden Beispielen
besteht darin, dass die Resonatoren im vereinfachten Mo-
dell stets als 5x5-Muster angeordnet sein müssen. Dies ist
zum einen realistischer zu produzieren und zum anderen
durch die erheblich geringere Anzahl an Variablen auch
mit weniger Rechenaufwand zu berechnen. Statt der 50
Parameter für die x- und y-Positionen der Resonatoren
werden dann nur noch 4 Parameter (x- und y-Position
des Mittelpunkts sowie Länge und Breite des Musters)
benötigt.

Die optimale Anordnung für das aufwendige Modell ist in
Abbildung 6 illustriert. Die zugehörige Antwort wird in
Abbildung 7 gezeigt. Für das vereinfachte Modell findet
man die entsprechenden Ergebnisse in Abbildung 8 und
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Abbildung 6: Optimale Anordnung der 25 Resonatoren im
Metamaterial
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Abbildung 7: Summenfrequenzgang - Beschleunigung des
optimierten Metamaterials aus dem Beispiel des aufwendigen
Modells

Abbildung 9. Die Werte für Masse, Resonanzfrequenz
und Dämpfung sind in Tabelle 2 für beide Beispiele zu-
sammen gefasst.

Die optimale Anordnung der Resonatoren in Abbildung 6
zeigt eine gewisse Wellenform. Zudem ist hier wie auch in
Abbildung 8 zu erkennen, dass am Rand des Metamateri-
als keine Resonatoren angeordnet werden. Dies ist durch
die gelenkige Lagerung der Platte zu erklären. Die beiden
Stoppbänder in Abbildung 7 und Abbildung 9 unterschei-
den sich nur marginal.

Fazit und Ausblick
In dieser Arbeit wurde ein Überblick über mögliche Op-
timierungen von vibroakustischen Metamaterialien gege-
ben und ein Beispiel für ein einfaches Modell gerechnet.
Im Ergebnis ist zu erkennen, dass durchaus Verbesserun-
gen erzielt werden können. Allerdings ist der Unterschied
zwischen einer gänzlich unstrukturierten Anordnung und
einem 5x5-Gitter recht gering.

Als offene Frage bleibt, wie die wellenförmige optimale
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Abbildung 8: Optimale Anordnung der 25 Resonatoren im
Metamaterial unter der Voraussetzung, dass die Resonatoren
in einem 5x5-Gitter angeordnet sein müssen.
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Abbildung 9: Summenfrequenzgang - Beschleunigung des
optimierten Metamaterials aus dem Beispiel des vereinfachten
Modells

Tabelle 2: Ergebnisse der Beispielrechnungen

Aufwend.
Modell

Vereinfachtes
Modell∑

mR/mPlatte 0.1 0.1
fR 122.95Hz 121.01Hz

(Lehr’sche)
Dämpfung

0.0 0.0

Anordnung der Resonatoren zu erklären ist und ob hier
ein Zusammenhang mit der Ausbreitung der Wellen in
der Platte besteht.

Zudem sollte für komplexere Modelle auch die Kombina-
tion der hier aufgeführten Optimierungsverfahren unter-
sucht werden.
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