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Motivation

Akustisch wirksame Schaummaterialien mit zusätzlich
eingebrachten Festkörpern hoher Steifigkeit werden als
akustische Metamaterialien bezeichnet. Durch lokale Re-
sonanzeffekte können die Einschlüsse die Dämm- bzw.
Dämpfungswirkung des Schaummaterials insbesondere
im tieffrequenten Bereich signikant verbessern, ohne da-
bei den Gesamtbauraum zu vergrößern. Ein Beispiel eines
auf einer abstrahlenden Platte applizierten Metamateri-
als ist in Abb. 1 dargestellt [1].

Unser Ziel ist es, durch die Kopplung der Finiten Zellen
Methode (FCM) und der Randelementemethode (BEM),
ein zuverlässiges und effizientes numerisches Werkzeug
zu entwickeln, um eine umfassende Analyse der Me-
chanismen, Einussfaktoren und Designparameter sowie
das Durchführen gezielter Topologieoptimierungen aku-
stischer Metamaterialien zu ermöglichen.

Abbildung 1: Beispiel eines FE-Modells einer Platte und des
darauf applizierten Metamaterials.

Grundgleichungen

Das zu berechnende Problem lässt sich in zwei Hauptge-
biete unterteilen: (i) Das Strukturgebiet

Ωstr = Ωplate ∪ Ωfoam ∪ Ωinc (1)

umfasst das gesamte Metamaterial und besteht aus der
Platte Ωplate, dem Schaumstoff Ωfoam und den n ver-

teilten Einschlüssen Ωinc = Ω
(1)
inc ∪ Ω

(2)
inc ∪ · · · ∪ Ω

(n)
inc .

(ii) Das Luftgebiet Ωair, das vom schwingenden Metama-
terial durch die abstrahlende Fläche Γrad ⊂ ∂Ωstr des Me-
tamaterials angeregt wird. Eine schematische 2D Skizze
eines schwingenden Metamaterials mit 4 Einschlüssen ist
in Abb. 2 dargestellt [2].
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Abbildung 2: Schematische Abbildung des schwingenden
Metamaterials mit nicht-geometriekonformer Diskretisierung
mittels finiter Zellen.

Struktur
Die schwache Form der Bewegungsgleichung der schwin-
genden Struktur ist wie folgt definiert

Me(ü,v) +De(u̇,v) +Ke(u,v) = Fe(v) , (2)

mit dem Verschiebungsfeld u und seinen Zeitablei-
tungen u̇ und ü. Zusätzlich ist v die Testfunktion.
Die bilinearen Funktionale stellen die virtuelle Arbeit
der Trägheitskräfte (M), die dissipierte Energie durch
Dämpfung (D), sowie die virtuelle Arbeit der inneren
Kräfte (K) dar. Das lineare Funktional F ist die virtuelle
Arbeit der externen Kräfte, die im Körper Ωstr bzw. auf
seinem Rand ΓN ⊂ ∂Ωstr wirken.

Me(ü,v) =

∫
Ωstr

ραü · v dΩ (3)

De(u̇,v) =

∫
Ωstr

ηαu̇ · v dΩ (4)

Ke(u,v) =

∫
Ωstr

∇v : Cα : ∇udΩ (5)

Fe(u,v) =

∫
Ωstr

bα · v dΩ +

∫
ΓN

t̂ · v dΓ (6)

Infolge des heterogenen Aufbaus der Struktur sind die
Dichte ρα, der isotrope Dämpfungskoeffizient ηα und der
Elasizitätstensor Cα stückweise konstant definiert.

Cα, ηα, ρα =


Cplate, ηplate, ρplate in Ωplate

Cfoam, ηfoam, ρfoam in Ωfoam

Cinc, ηinc, ρinc in Ωinc

(7)
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Weiterhin steht bα für die Volumenlast, die wegen Gl. (7)
auch diskontinuierlich ist. Auf dem Neumann-Rand ΓN ⊂
∂Ωstr werden die vorgeschriebenen Belastungen t̂ defi-
niert, während die vorgeschriebenen Verschiebungen û
auf dem Dirichlet-Rand ΓD ⊂ ∂Ωstr vorgegeben sind.

Im Folgenden wird eine harmonische Anregung mit der
Frequenz Ω angenommen. Die darauffolgende Systemant-
wort kann demzufolge im Frequenzenbereich berechnet
werden, wobei die Verschiebung die folgende Form hat

u = û eiΩt . (8)

Luftvolumen
Für die Berechnung der akustischen Vorgänge im
umhüllenden Luftvolumen kommt die BEM zum Einsatz.
Als Ausgangspunkt dafür dient die homogene Helmholz-
gleichung

∆p+ k2p = 0 , (9)

in der ∆ der Laplace-Operator, p der Schalldruck, und
k = Ω/cair die Wellenzahl sind und cair die Schallge-
schwindigkeit in Luft bezeichnet. Resultierend aus der
harmonischen Schwingung der Struktur, wird für den
Schalldruck eine zur Gl. (8) ähnliche Form angenom-
men. Die typische Integralformulierung für die direkte
BEM erhält man, indem man die schwache Form von
Gl. (9) herleitet, wo als Testfunktion die Fundeman-
tallösung G der gegebenen Differentialgleichung gewählt
wird. Mittels zweimaliger partieller Integration ergibt
sich die Lösung für den Schalldruck zu

c(x)p(x) = A(x)−B(x) , (10)

mit der Hilfsgröße c(x), die von der Position des Auswer-
tepunktes abhängt. Die Integrale A(x) und B(x) bezie-
hen sich ausschließlich auf den Rand ∂Ωstr.

A(x) =

∫
∂Ωstr

p(x0)∇nG(x,x0) dx0 (11)

B(x) =

∫
∂Ωstr

G(x,x0)∇np(x0) dx0 (12)

In den obigen Gleichungen steht ∇n für den Gradient mit
Bezug auf die jeweilige Oberflächennormale n. In B(x)
lässt sich der Fluss des Schalldruchs durch die Ober-
flächenschnelle ∇np = iρairΩvn ausdrücken.

Finite Zellen Methode

Die Berechnung der Strukturschwingungen erfolgt durch
die FCM, die durch die Kombination von nicht-
geometriekonformer Diskretisierung und höherwertigen
Ansatzfunktionen eine effiziente und robuste Simulation
hochkomplexer Strukturen ermöglicht [3]. In der Regel
wird bei der FCM das zu untersuchende physikalische
Gebiet Ωphys, das möglicherweise auch Hohlräume bein-
haltet, in ein größeres Gebiet Ωe eingebettet, das ohne
Aufwand durch ein kartesisches Gitter vernetzt werden
kann. Da bei der aktuellen Problemstellung das in Abb. 2

skizzierte Metamaterial keine Hohlräume sondern Ma-
terialeinschlüsse aufweist, liegt ein Multimaterial-Gebiet
vor. Infolge der bereits regulären Form der Struktur in
Abb. 2, gilt Ωe = Ωstr und die Gln. (3)-(6) finden Anwen-
dung. Die nicht-geometriekonforme Diskretisierung der
FCM führt dazu, dass unter anderem auch geschnittene
Zellen entstehen, in denen mehrere Materialien zugleich
präsent sind. Eine direkte Konsequenz davon ist es, dass
die Integration der Zellmatrizen, die Berechnung von dis-
kontinuierlichen Integralen erfordert

Kc =

∫
Ωc

BTCαB dx , M c =

∫
Ωc

ραN
TN dx . (13)

Nach Diskretisierung von Gl. (2) und Assemblierung der
Zellmatrizten ergibt sich das folgende Gleichhungssystem
für harmonische Anregungen(

−Ω2M + ΩiD +K
)
Û = F̂ . (14)

In dieser Arbeit kommt eine steifigkeitsproportiona-
le Strukturdämpfung mit D = η/ΩK zum Ein-
satz. Da in der FCM auch multimaterielle Zellen
generiert werden, müssen auch die diskotinuierlichen
Dämpfungseigenschaften schon bei der Integration der
Zellmatritzen in Betracht gezogen werden

Kc
D =

∫
Ωc

BT
(

1 +
ηα
Ω

i
)
CαB dx . (15)

Mit Kc
D erhält man eine äquivalente Form zu Gl. (14),

in der die Dämpfungseigenschaften direkt in der globalen
Matrix KD enthalten sind(

−Ω2M +KD

)
Û = F̂ . (16)

Lokale Anreicherung

Wegen des heterogenen Aufbaus von Ωstr sind die
Lösungsvariablen an den inneren Materialübergängen in
der Regel nicht kontinuierlich (z. B. entlang der Grenz-
fläche zwischen Ωplate und Ωfoam). Es lässt sich gene-
rell aussagen, dass das Verschiebungsfeld eine schwache,
während die Spannungs- und Verzerrungsfelder eine star-
ke Diskontinuität aufweisen, wobei bestimmte Sprungbe-
dingungen erfüllt werden müssen. Werden die Verschie-
bungen in den durch Materialränder geschnittenen Zel-
len durch eine lineare Kombination von glatten Ansatz-
funktionen approximiert, so kann der Knick im Verschie-
bungsfeld nur sehr schlecht abgebildet werden. Dies führt
zu starken Oszillationen im Spannungsfeld in der Nähe
des Übergangs, die letztendlich die Simulationsgenauig-
keit deutlich einschränken.

Demzufolge müssen multimaterielle Zellen in der FCM
gesondert behandelt werden. Dies ist z. B. durch das Kon-
zept der lokalen Anreicherung möglich, in dem der An-
satzraum N der geschnittenen Zellen durch weitere An-
satzfunktionen ψN erweitert wird [4]

uc(ξ) = N(ξ)U c
u︸ ︷︷ ︸

FE-Term

+ ψ(ξ)N(ξ)U c
a︸ ︷︷ ︸

Anreicherungsterm

. (17)

DAGA 2022 Stuttgart

264



Tabelle 1: Materialparameter der inhomogenen Struktur.

E [MPa] ν [−] ρ [kg/m3] ξ [−]
Platte 70000 0.3 2700 0.01
Schaummatrix 5 0.3 50 0.05
Einschlüsse 5000 0.3 500 0.00

Dabei ist ψ die Anreicherungsfunktion, die je nach ge-
schnittener Zelle aufgestellt wird und entlang der Mate-
rialübergänge C0-stetig ist. Durch die zustäzlichen Frei-
heitsgrade Ua erhöht sich die Komplextität der geschnit-
tenen Zellmatrizen: Mit der komplexen Steifigkeitsmatrix
CD = (1+ηα/Ω i)Cα modifizieren sich die Gln. (13) und
(15) zu

M c =

∫
Ωc

ρα

[
NN ψNN
ψNN ψ2NN

]
dx (18)

Kc
D =

∫
Ωc

[
BuCDBu BuCDBa

BaCDBu BaCDBa

]
dx (19)

Wegen des gekoppelten Problems, das die lokale An-
reicherung mit sich bringt, muss die Bewegungsglei-
chung (16) umgeschrieben werden(
−Ω2

[
Muu Mua

Mau Maa

]
+

[
KD

uu K
D
ua

KD
au KD

aa

])[
Uu

Ua

]
=

[
Fu

Fa

]
. (20)

Schwingungsanalyse

Im Folgenden wird das in Abb. 3 dargestellte akustische
Metamaterial im Frequenzenbereich von 0 bis 4000 Hz
untersucht. Die harmonische Anregung erfolgt an der
Unterseite der Platte (gestrichelte rote linie) durch die
Flächenlast

pFCM(t) = 100 eiΩt MPa on Γstr
N . (21)

Die Struktur ist durch 30×5 finite Zellen mit einem Poly-
nomgrad von p = 4 diskretisiert, von denen 28 durch die
internen Ränder geschnitten sind (gelbe Zellen). In diesen
Zellen kommen besondere Integrationsverfahren und die
lokale Anreicherung zum Einsatz, um das Verschiebungs-
feld akkurat abbilden zu können. Die Materialparameter
in Ωstr sind in der Tabelle 1 angegeben [1].

Abbildung 3: Zu untersuchendes Metamaterial.

Strukturmechanik
Als erstes erfolgt eine strukturmechanische Analyse, um
die Wirkung der lokalen Anreicherung in den geschnit-
tenen finiten Zellen zu demonstrieren. In Abb. 4 ist die
Schwingform zur Anregungsfrequenz Ω = 2710 Hz abge-
bildet. Die gestrichelten Linien weisen auf die Einschlüsse
hin, die trotzt der nicht-geometriekonformen Diskretisie-
rung durch die besonderen Ansatzfunktionen akkurat er-
fasst sind.
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Abbildung 4: Schwingform des in Abb. 3 dargestellten aku-
stischen Metamaterials.

Dieses Verhalten ist auch in Abb. 5 zu erkennen, in der
das Verschiebsfeld entlang der in Abb. 4 hervorgehobenen
A-A’ Schnittlinie dargestellt ist. Auch hier erkennt man
die Einschlüsse (rote Lininen) und die C0-Stetigkeit des
Verschiebungsfeldes an den Materialgrenzen.
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Abbildung 5: Verschiebungsfeld uy entlang der Schnittlinie.

Schließlich ist die Lösungsqualität auch im globalen Sin-
ne signifikant besser, wenn die lokale Anreicherung be-
nutzt wird, und man erhält die für die FCM typischen
exponentiellen Konvergenzraten in den Fehlermaßen [4].
In Abb. 6 ist beispielsweise der relative Fehler in den Ei-
genfrequenzen

ei = |1− ωFCM
i /ωref

i | × 100 % . (22)

für Schwingungsanalysen mittels FCM mit und ohne lo-
kaler Anreicherung dargestellt.
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Abbildung 6: Konvergenz bezüglich des relativen Fehlers in
den Eigenfrequenzen.
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Akustik
Die Oberfläche der Struktur ∂Ωstr ist durch konstante
Randelemente diskretisiert und die errechneten Normal-
geschwindigkeiten der schwingenden Oberfläche sind ent-
lang der gestrichelten blauen Linien (Abb. 3) mit dem
akustischen Luftvolum gekoppelt

vBEM
n = vFCM

n = −iΩuFCM
n on Γair

N (23)

Um den Einfluss der in die Schaummatrix zusätzlich ein-
gebrachten Einschlüsse zu demonstrieren, wird in Abb. 7
der Schnellepegel

Lv = 20 log10

(
vn

v0

)
mit v0 = 5 · 10−8 m

s
(24)

auf der oberen Kante von Ωstr ausgewertet. Der Frequen-
zengang zeigt eine deutliche Verschiebung der Resonanz-
frequenzen für das Metamaterial mit Einschlüssen, die
aus der erhöhten Masse der Struktur folgt. Zusätzlich ist
aber auch eine Minderung der Resonanzamplituden zu
beobachten, aufgrund dessen der durschnittliche Schnel-
lepegel des Metamaterials mit Einschlüssen von 90, 03 dB
auf 86, 06 dB gesunken ist.
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Abbildung 7: Schnellepegel für das Metamaterial mit und
ohne Einschlüsse.

Als nächstes wird die Reduktion der akustischen Ab-
strahlung untersucht. Dazu wird der Druckpegel

Lp = 20 log10

(
pBEM

p0

)
mit p0 = 2 · 10−5 Pa (25)

im Punkt xA = [0.15, 1] m über der Platte ausgewertet.
Die Ergebnisse sind in Abb. 8 dargestellt, wo ein zur
Abb. 7 ähnlicher Verlauf festgestellt werden kann. Auch
hier sinkt der durchschnittliche Pegelwert von 63,51 dB
auf 58,66 dB, wenn die Schaummatrix mit zusätzlichen
Einschlüssen versehen wird.

Zusammenfassung und Ausblick

Im vorliegenden Beitrag wurde eine gekoppelte FCM-
BEM Simulationsmethode vorgestellt und der positive
Effekt akustischer Metamaterialien dargelegt. Durch das
Einbringen zusätzlicher Einschlüsse in einen dämpfenden
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Abbildung 8: Schalldruckpegel für das Metamaterial mit
und ohne Einschlüsse.

Schaumstoff können Resonanzen und maximale Am-
plituden verschoben bzw. reduziert werden. In wei-
terführenden Arbeiten wird die BEM auch in Kom-
bination mit höherwertigen Ansatzfunktionen genutzt
und das in dem Artikel vorgestellte Konzept auch für
3D Probleme erweitert sowie mit Messungen verglichen.
Schließlich soll durch Topologieoptimierung die Lage,
Größe und Masse der Einschlüsse variiert werden, um
die größtmögliche akustische Dämpfung zu erreichen.
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