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Einleitung

Akustische Metamaterialien haben in den vergangenen
Jahren vermehrt an Aufmerksamkeit gewonnen. Sie be-
sitzen akustische Eigenschaften, die sich deutlich von den
in der Natur iiblichen Materialeigenschaften abheben.
Insbesondere die Moglichkeit, die Wellenausbreitung in
bestimmten Frequenzbereichen richtungsabhéngig zu un-
terbinden, sei hier hervorgehoben. In vielen Féllen ist
die Grundlage von akustischen Metamaterialien eine pe-
riodische Anordnung von Einheitszellen mit lokaler Re-
sonanz. Diese ,locally resonant sonic crystals“ kombi-
nieren im Wesentlichen zwei Phénomene: Zum einen die
destruktive Interferenz vom einfallenden und gestreuten
Schallfeld und zum anderen die lokale Resonanz der Ein-
heitszellen. Ersterer Effekt stellt sich bei den Braggfre-
quenzen ein, welche in Abhéngigkeit vom Winkel des
einfallenden Schallfeldes und der Grofle der Einheitszel-
le bestimmt werden koénnen. Der zweite Effekt ergibt
sich in der Niahe der Resonanzfrequenzen der Einheits-
zelle. Durch geschickte Kombination beider Effekte ge-
lingt es Strukturen zu entwerfen, welche ein breitbandi-
ges Einfligeddmpfungsmafl aufweisen [1]. Die kompakte
Gestaltung ist insbesondere fiir Schallschutzmafinahmen
entlang von Schienen- und Verkehrswegen interessant.

Zur Modellierung von akustischen Metamaterialien
stehen eine Reihe von numerischen Verfahren zur
Verfiigung. Neben der Finiten Element Methode (FEM)
und der Randelementmethode (BEM) hat sich hier ins-
besondere die Plane Wave Expansion (PWE) Metho-
de etabliert [2]. Unter der Annahme einer periodischen
Struktur mit unendlicher Ausdehnung lésst sich mit al-
len drei Verfahren das akustische Verhalten unter der
Betrachtung einer einzigen Einheitszelle bestimmen. Die
Periodizitét wird dabei {iber periodische Randbedingun-
gen oder iiber Floquet-Bloch Randbedingungen abgebil-
det. Die Wellenausbreitung innerhalb der Einheitszelle
kann in Dispersionskurven charakterisiert werden, fiir
die eine Vielzahl von Eigenwertproblemen entlang der
ersten Brillouin-Zone gelost werden miissen. Alternativ
lasst sich die Wellenausbreitung unter Einbezug einer
bekannten Schallquelle iiber periodische Formulierungen
der FEM oder BEM berechnen. Diese fordern eine Peri-
odizitdt oder Quasi-Periodizitdt der Anregung, Randbe-
dingung und des Losungsfelds.

Die Annahme einer periodischen Ldsung sowie ei-
ner unendlichen Ausdehnung der periodischen Struktur
schrankt die Betrachtungsmoglichkeiten stark ein. Ber-
gungseffekte am Rand der periodischen Struktur sowie
Reflexionen vom Boden werden vernachlissigt. Fiir den
Fall, dass Randeffekte nicht zu vernachléssigen sind oder
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aperiodische Anregungen auftreten, miissen grofiskalige,
dreidimensionale Berechnungen mittels der Finiten Ele-
mente Methode oder der Fast Multipole Randelement-
methode durchgefiihrt werden. Dies geht iiblicherweise
mit einem unvertretbaren rechnerischen Aufwand ein-
her. Abhilfe schafft die vor Kurzem von den Autoren
vertffentlichte Fast Multipole Periodische Randelement-
formulierung (FMPBEM) [3]. Sie vereint die Moglichkeit
der akustischen Analyse von periodischen Strukturen
endlicher Ausdehnung und aperiodischen Schalldruckfel-
der mit einer vergleichsweise geringen Anforderungen an
den Rechen- und Speicherbedarf.

Fast Multipole Periodische Randelement-
methode

In der linearen Akustik wird die Schallausbreitung im
Frequenzbereich durch die Helmholtzgleichung beschrie-
ben. Die Diskretisierung mit der kollokationsbasierten
Randelementmethode fiihrt auf das Gleichungssystem

(H-GY)p=rp', (1)

mit den vollbesetzten Systemmatrizen H und G, der
Randadmittanzmatrix Y und den Vektoren p und p',
welche die Schalldruckwerte des Losungsfelds und des
einfallenden Schalldruckfelds beinhalten. Die Schnellen
auf der Oberfliche der betrachteten Korper seien in die-
sem Fall zu Null angenommen. Fiir periodische ange-
ordnete Strukturen, wie exemplarisch in Abbildung 1
gezeigt, besitzt die Matrix H — GY eine besondere
Form und wird im Folgenden durch die Matrix T ab-
gekiirzt. Durch die translatorische Invarianz der Funda-
mentallosung ist T eine Block-Toeplitz-Matrix, d.h.

T, T_, T_,
Ty To T T 3

T = Ty (2)
T 4
_T4 T3 T, Ty ]

Block-Toeplitz-Matrizen zeichnen sich durch konstante
Matrixblocke entlang der Diagonalen aus und sind ein-
deutig durch die erste Blockspalte und Blockzeile be-
schrieben. Somit miissen fiir die Assemblierung von T
nur 2m — 1 Matrixblocke berechnet werden anstelle der
sonst iiblichen m? Matrixblécke. Hierbei bezeichnet m
die Anzahl an periodisch angeordneten Einheitszellen.
Unter Beriicksichtigung der periodischen Anordnung von
fiinf Koérpern in Abbildung 1 ist die Matrix T eindeutig
durch die neun Matrixblocke T _4, T _3, ..., T4 beschrie-
ben.
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Abbildung 1: Periodische Anordnung von Koérpern mit zwei
beliebig platzierten Schallquellen. Die gestrichelte Markierung
entspricht der Einheitszelle.

Die Reprisentation der Systemmatrix als Block-Toeplitz-
Matrizen reduziert nicht nur den Aufwand bei dessen As-
semblierung, sondern ermdoglicht auch eine beschleunigte
Auswertung der Matrix-Vektor-Produkte. Diese konnen
sehr effizient iiber eine periodische Faltung beschrieben
werden. Nichtsdestotrotz besitzt die beschriebene For-
mulierung weitere Moglichkeiten zur Effizienzsteigerung:
Obwohl alle Matrixblécke von T vollbesetzt sind, be-
sitzen die meisten keinen vollen Rang. Die Fast Mul-
tipole Methode kann eingesetzt werden um eine effizi-
ente Approximation eben dieser Blocke zu ermoglichen.
Dadurch wird der Aufwand fiir die Assemblierung und
Matrix-Vektor-Multiplikation nochmals reduziert. Der
Kombinierte Ansatz ist in [3] als Fast Multipole Periodi-
sche Randelementformulierung (FMPBEM) vorgestellt
worden. Im Gegensatz zur Représentation als Block-
Toeplitz-Matrix, kommt es durch Einsatz der FMM zu
einer Approximation der Systemmatrix. Das linke Seite
der Gleichung (2) lautet nun

H-GY)p=Tp~ (S+UKV)p. (3)
Hierbei ist die Matrix S eine Band-Block-Toeplitz-
Matrix; lediglich die Hauptdiagonale und einige weni-
ge Nebendiagonalen enthalten Matrixeintrige. Die Ma-
trix K dagegen ist eine nahezu vollbesetzte Block-
Toeplitz-Matrix, dessen Grofle allerdings deutlich kleiner
ist als S. Sie approximiert im Zusammenspiel mit den
rechteckigen Blockdiagonalmatrizen U und V die Ma-
trixblocke mit niedrigem Rang.

Die FMPBEM ermoglicht eine zuverldssige, robuste und
effiziente Analyse von periodischen Strukturen und peri-
odisch angeordneten Strukturen mit endlicher Ausdeh-
nung. Dies umfasst nicht nur eine Vielzahl von aku-
stischen Metamaterialien, sondern auch Konzepte, die
bereits seit vielen Jahren Anwendung finden. Als Bei-
spiel seien hier Schallschutzwéinde genannt. Diese sind
im Regelfall modular aufgebaut und bestehen aus einzel-
nen Wandpaneelen, die periodisch entlang von Schienen-
und Verkehrswegen angeordnet sind. Sie ermoglichen
eine breitbandige Reduktion der Schalldruckpegel im
Schattenbereich durch eine Abschirmung der Schallquel-
le. Im Konferenzvortrag wurden Ergebnisse aus [3] vor-
gestellt, bei denen die Leistungsfihigkeit dieser klas-
sischen Schallschutzmafinahmen mit denen neuartiger
Konzepte verglichen wurde. Der Fokus lag insbesonde-
re auf den sogenannten Sonic Crystals, einer periodi-
schen Anordnung von zylindrischen Koérpern. Die Ab-
bildung 2 zeigt exemplarisch einen solchen Sonic Cry-
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tal. Die gesamte Struktur ist eindeutig durch die peri-
odische Anordnung der gestrichelten Einheitszelle in die
drei gekennzeichneten Raumrichtungen beschrieben. Ba-
sierend auf dieser geometrischen Représentation 16st die
FMPBEM das zugehorige Streuproblem nicht nur be-
deutend schneller als bestehende Verfahren, sondern be-
sticht zusétzlich auch noch durch einen sehr geringen
Speicheraufwand. Ein zusétzlicher Vorteil besteht in der
Moglichkeit aperiodische Anregungen und Loésungen zu
beriicksichtigen. Dadurch kénnen Schallschutzmafinah-
me unter Beriicksichtigung einer Vielzahl von Anregun-
gen validiert werden. Die FMPBEM beriicksichtigt da-
bei nicht nur mogliche lokale Resonanzeffekte sowie de-
struktive Interferenzen an den Braggfrequenzen, sondern
erlaubt auch die Untersuchung von Wellenph&nomenen
am Rand der periodischen Struktur. Fiir eine detaillierte
Herleitung der FMPBEM und einer entsprechenden Va-
lidierung anhand von numerischen Beispielen sei auf [3]
verwiesen. Dort finden sich auch Vergleiche zu den beste-
henden Verfahren, Berechnungen von grofiskaligen Struk-
turen mit bis zu 10 Millionen Freiheitsgraden sowie eine
Gegeniiberstellung der Einfligeddmpfung von klassischen
Schallschutzmafinahmen und Mafinahmen auf Basis von
akustischen Metamaterialien.

Abbildung 2: Modellierung eines akustischen Metamaterials
bestehend aus einer periodischen Anordnung von Zylindern.
Die Struktur wird eindeutig durch das Anordnen der gestri-
chelte Einheitszelle in die drei gekennzeichneten Richtungen
der Periodizitédt beschrieben.
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