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Einleitung

Modalanalysen werden zur Auslegung vibrierender
Strukturen eingesetzt und liefern dem Ingenieur Sy-
stemeigenschaften wie FEigenfrequenzen und modale
Déampfungswerte. In der Praxis werden die zusétzlichen
Massen- und Dampfungseinfliisse der umgebenden Luft
auf die Struktur vernachlédssigt. Bei der numeri-
schen Modalanalyse von Leichtbaustrukturen ist die
Beriicksichtigung der akustischen Last jedoch erforder-
lich um zuverldssige Ergebnisse zu erhalten. In Folgenden
schlagen wir ein iterativ spektral-reduzierendes Verfah-
ren vor zur Losung des zugrundeliegenden nichtlinearen

Eigenwertproblems (NLEWP) [1].

Numerische Formulierung der Struktur-
Akustik-Interaktion

Im Folgenden werden die gekoppelten Gleichungen der
Struktur-Akustik-Interaktion vorgestellt. Unter der An-
nahme einer harmonischen Zeitabhingigkeit e ™! wer-
den die Gleichungen der linearen Elastizitit und Akustik
mittels FEM und BEM diskretisiert [2]. Daraus ergeben

sich die Gleichungen

(K - wQM) u="f+f,
Hp = Gv,.

(1)
(2)

Die Vektoren u und p enthalten die unbekannten
Verschiebungs- und Schalldruckwerte an den Knoten. K
und M kennzeichnen die Steifigkeits- und die Massenma-
trix der Struktur. Die Struktur wird durch die mechani-
schen Krifte f; als auch durch die Fluidkrafte fy ange-
regt. Die BE Matrizen H und G sind frequenzabhéngig
und setzten die Schnelle vy mit dem Schalldruck ins
Verhiiltnis. Auflerdem stehen w fiir die Kreisfrequenz und
i fiir die imaginére Einheit.

Da wir an Anwendungen interessiert sind, die eine starke
Struktur-Akustik-Interaktion aufweisen, sind die obigen
Gleichungen beidseitig miteinander gekoppelt. Auf der
abstrahlenden Oberfliche der Struktur gelten die Kopp-
lungsbedingungen

ff = Cgqp and vy = —iwCgu.

(3)

Die Netzkopplung wird durch die Kopplungsmatrizen Cg¢
und Cg hergestellt.

Kombiniert man Gl. (1) bis (3), bildet das Schurkomple-
ment beziiglich der Verschiebungsfreiheitsgrade und setzt
die rechte Seite zu Null erhélt man

[mc;(a)cfs (K- M) ' Cy +H@)| @ =0, (1)
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welches als akustisches NLEWP interpretiert werden
kann, welche die Elastizitit der Struktur als Admitanz-
randbedingung beinhaltet. @ bezeichnet eine Druckmo-
de und @ ist die komplexe Eigenfrequenz von der die BE-
Matrizen H(w) und G(&) implizit abhéngen. Die Losung
von Gleichung (4) wurde bereits vielfach in der Lite-
ratur diskutiert [3, 4, 5]. Aus numerischer Sicht ist ei-
ne Formulierung nach Gl. (4) sinnvoll, da ein Matrix-
Vektor-Produkt giinstig ausgewertet werden kann sobald
eine Faktorisierung des diinn-besetzten Struktursystems
(K — LDQM) vorliegt.

Rayleigh-Ritz-Verfahren mittels spektra-
ler Projektion

Aus Griinden der Lesbarkeit wird das nichtlineare EWP
(4) durch T(@)x = 0, T € C™*" ersetzt, wobei wir an al-
len Eigenwerte innerhalb einer Region in der komplexen
Ebene interessiert sind. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit verwenden wir in dieser Arbeit elliptische Kon-
turen, deren Hauptachse auf der Realachse liegt. Dies ist
eine sinnvolle Wahl, da die Imaginérteile der komplexen
Eigenwerte - welche die Dampfung durch Schallabstrah-
lung quantifizieren [6] - relativ klein sind. Die Schnitt-
punkte der Ellipse mit der Realachse sind die Grenzen
[fmin, fmax] des Frequenzbereichs, fiir das wir uns inter-
essieren. Die Ellipse lédsst sich ausdriicken durch

2(0) =v+d(cosf+icsinf), 6el0,2m), (5)
wobei ¥ = (fmax + fmin) /2, 6 = (fmax — fmin) /2 und
¢=0..1

Der nichtlineare FEAST Algorithmus [7] verwendet eine
Rayleigh Ritz Projektion zur Reduzierung der Systemdi-

mension. Das reduzierte EWP
Q"T(®)Qy =0 (6)

ist noch stets nichtlinear, jedoch von deutlich reduzierter
Dimension m < n. Thre Losung wird im n#chsten Ab-
schnitt néher erldutert.

Sobald Eq. (6) gelost ist, werden die m Eigenwer-
te, die am n#dhesten am Mittelpunkt der Kontur lie-
gen und die dazugehorigen Eigenvektoren durch © =
diag (@1, ...,0m) und X = [Qy1, ..., Qym] zusammen-
gefasst. Sie werden dann zum Update des Suchraums
Q € C™*"™ gebraucht, wobei

9. L

2mi

7{ (X-T7'(2)B) (:I1-9Q) " 'dz, (7)
c
mit der Residunmatrix

B = [T(‘Dl)th ) T(a}m)Qym} : (8)



Gleichung (7) ist praktisch die Updateregel fiir die Eigen-
vektoren in der Residual Inverse Iteration Methode mit
mehreren Shifts [7, 8]. Ihre Cauchy Integral Representa-
tion (7) resultiert dann entsprechend in einem Spektral-
projektor auf den Eigenraum, der zu den im Inneren der
Kontour liegenden Eigenwerte.

Mit der Definition der Kontur (5) kann das Integral mit-
tels der Trapezregel ausgedriickt werden zu

N
> w (X =T (2)B) (51-2)7",

j=1

Q

(9)

wobei N die Anzahl an Integrationspunkte auf der Kon-
tur bezeichnet. Bei einer elliptischen Kontur, konnen die
Integrationspunkte und Gewichte als

zj =7+ 0 (cos (2mj/N) +i(sin(27j/N)), und (10)

w; = % (Ccos (2mj/N) + isin (27j/N)) (11)
ausgedriickt werden. Der nichtlineare FEAST Algorith-
mus wird beendet, sobald alle Eigenpaare, deren Eigen-
werte innerhalb der Kontur liegen, konvergiert sind. Die
Konvergenzrate hangt dabei mafigeblich von der Genau-
igkeit der numerischen Integration und damit von der
Anzahl N der Integrationpunkte ab. Auf der anderen Sei-
te bestimmt N auch die Anzahl der linearen Gleichungs-
systeme T(z;)Y = B, welche in jeder Iteration geldst
werden miissen. Falls FEAST parallel ausgefiihrt wird,
konnte N entsprechenden der zur Verfiigung stehenden
Konten ausgewiihlt werden. Der initiale Projektor Q(©)
kann zufillig ausgewiahlt werden.

Losung des reduzierten NLEWPs mittels
rationaler Approximation

Ein mafigeschneidertes Losungsverfahren fiir das proje-
zierte (aber noch immer nichtlineare) EWP ist essezi-
ell, da es letztendlich die Genauigkeit der Eigenpaare be-
stimmt. Die Dimension des NLEWPs (6) ist recht klein,
sodass es die Anwendung vieler Loser fiir vollbesetzte Sy-
steme zulassen wiirde. Andererseits wére ein Verfahren
wiinschenswert, welches den zusétzlichen Aufwand in je-
der NLFEAST Iteration klein hilt, und insbesondere kei-
ne wiederholte Assemblierung der originalen Schurmatrix
erfordert. In dieser Hinsicht bietet es sich an, die Integra-
tionpunkte (10) wiederzuverwenden und das NLEWP (6)
mittels der Chauchy Integralgleichung rational zu appro-
ximieren. Daraus ergibt sich
) y=0.

Somit kénnen die BE Matrizen an den Konturpunkten,
welche ohnehin fiir die Berechnung des Suchraums in
Gl. (9) gebraucht werden, wiederverwendet werden.

Zur Losung des rationalen EWPs (12) verfolgen wir den

Ansatz aus [9] und linearisieren es, sodass sich das gene-
ralisierte EWP

N

D

j=1

(QHT(zj)Q (12)

J
ijw

Aw = IMw (13)
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Tabelle 1: Materialeigenschaften von Stahl und Wasser und
die geometrischen Groflen der Hohlkugel.

Dichte von Stahl ps  7860kg/m3
E-Modul E 210 GPa
Querkontraktionszahl v 0.3
Dichte von Wasser pr  1000kg/m?
Schallgeschwindigkeit ¢ 1500 m/s
Radius der Hohlkugel r 5m
Wandstéarke der Hohlkugel ¢ 0.05m

ergibt. Es weist identische Eigenwerte @ = A auf. Die
Blockmatrizen sind definiert als

ZlI I
ZQI I
A= o (14)
ZNI I
U Ty 0
1
I
M= , (15)
L 0

wobei ’i‘j = Q"T(z;)Quw;. Der Eigenvektor wird aus

T]T

w = [V;F,...,V%,y , V= (16)

erhalten. Die Losung des reduzierten NLEWPs tréagt
trotz der Linearisierung und damit verbundenen Die-
mensionssteigerung nur unwesentlich zur Rechenzeit von

NLFEAST bei.

Numerisches Beispiel: Modalanalyse einer
Hohlkugel

Das vorgestellte Verfahren wird nun zur Modalanalyse ei-
ne Hohlkugel in Interaktion mit Wasser angewandt. Die-
ses Beispiel diente bereits vielfach als Benchmarkproblem
in der numerischen Akustik [3, 4, 10]. Ihre Eigenschaften
sind in Tab. 1 angegeben. Zur Diskretisierung der Struk-
tur werden achtknotige, schalenférmige finite Elemen-
te verwendet wobei die Matrizen in Ansys erzeugt wer-
den. Das Schalldruckfeld wird mittels viereckiger Ran-
delemente diskretisiert. In dieser Arbeit verwenden wir
iibereinstimmende Netze mit zehn Elementen auf einer
Bogenldnge von /2, was in jeweils 600 FE und BE Ele-
mente resultiert. Wir interessieren uns fiir die Eigenwerte
zwischen 34 und 82 Hz, wobei wir in dem Frequenzbereich
mo = 21 Eigenwerte erwarten [11]. Auflerdem verwenden
wir ¢ = 0.05 und N = 12. Bereits nach zwei Iterationen
werden alle erwarteten Eigenwerte gefunden und nach
insgesamt fiinf Iteration erhalten wir die in Tab. 2 ange-
gebenen relativen Residuen.
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Tabelle 2: Eigenwerte und dazugehorige Residuen.

Nr. w in Hz rel. Residuum
1 55.94 — 1.131 1.58-108
2 55.94 — 1.131 1.59-10~8
3 55.94 — 1.131 1.60- 108
4 55.94 — 1.131 1.60-1078
5 55.94 — 1.13i 1.60 - 1078
6 70.58 — 0.291 1.45-10~10
7 70.58 — 0.29i 3.11-10710
8 70.58 — 0.291 3.07-10710
9 70.58 — 0.291i 1.25-10710
10  70.59 —0.29i 3.09-10710
11 70.59 —0.291 1.32-1010
12 70.59 — 0.29i 1.38-10710
13 80.67—0.039i 6.90-10"*
14 80.73-10.039i 1.16-1071°
15  80.73—-10.039i 5.40-1071°
16  80.70 —0.039i 1.57-10710
17 80.70 —0.039i  1.57-10710
18  80.70 —0.039i  1.57-1010
19 80.70—-10.039i 1.25-1071°
20 80.70—0.039i 1.05-10710
21  80.70 —0.0391 9.93-10~!!
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