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Einleitung 
Die Finite-Elemente-Methode ist ein seit Jahrzehnten 
bewährtes Verfahren zur Approximation des dynamischen 
Verhaltens von mechanischen Strukturen. Je höher der 
Diskretisierungsgrad, desto besser wird das reale Verhalten 
approximiert. Ein negativer Nebeneffekt ist die mit 
zunehmender Diskretisierung steigende Berechnungszeit. 
Durch eine hohe Anzahl an Lastfällen und 
Parametervariationen, entsteht eine nicht mehr wirtschaftlich 
zu bewältigende Anzahl an Iterationen. Verfahren der 
Modellordnungsreduktion (MOR) bieten eine 
Berechnungsmethodik, durch die der Berechnungsaufwand 
signifikant verringert werden kann, ohne große 
Abweichungen des Ergebnisses zum Originalmodell in Kauf 
nehmen zu müssen. Neben den klassischen Verfahren wie 
der Guyan-Reduktion, haben sich vor allem Krylov-
Unterraum Verfahren bei Systemen mit sehr vielen 
Freiheitsgraden durchgesetzt.   In der Praxis muss hier ein 
akzeptabler Kompromiss zwischen Rechenaufwand und 
Rechengenauigkeit gefunden werden. Durch Verfahren der 
parametrischen Modellordnungsreduktion erschließt sich die 
Optimierung als ein weiteres Anwendungsgebiet [1]. Hierbei 
wird die parametrisierte Formulierung im Reduktionsprozess 
beibehalten und die Struktur kann im Nachgang hinsichtlich 
des vibroakustischen Verhaltens optimiert werden. 
In diesem Beitrag werden bisherige Ergebnisse der 
klassischen Modellordnungsreduktion in Bezug auf 
Mehrgrößensysteme mit einer hohen Anzahl von 
Freiheitsgraden diskutiert. Die Bewertung der Güte der 
Reduktion erfolgt anhand von drei Kriterien: 

• Genauigkeit 
• Zeit 
• Reduktionsgrad 

Ein dazu entwickelter Workflow wird an zwei 
Praxisbeispielen angewandt und getestet. 

Reduktion durch Projektion 
In dieser Arbeit kommen projektive Reduktionsverfahren, 
wie das Krylov-Unterraum-Verfahren zum Einsatz. Die 
Grundidee liegt dabei in der Projektion mit der Matrix 𝑽𝑽 
eines hochdimensionalen Systems auf ein Unterraum mit 
einer kleineren Dimension. Grundlage der hier betrachteten 
Systeme sind FE-Modelle der Form 

𝑴𝑴𝒙̈𝒙(𝑡𝑡) + 𝑫𝑫𝒙̇𝒙(𝑡𝑡) + 𝑲𝑲𝑲𝑲(𝑡𝑡) = 𝑩𝑩𝑩𝑩(𝑡𝑡) 

𝒚𝒚(𝑡𝑡) = 𝑪𝑪𝑪𝑪(𝑡𝑡), 
(1) 

wobei 𝑴𝑴, 𝑫𝑫, 𝑲𝑲 ∈ ℝ𝑚𝑚×𝑚𝑚 , 𝑩𝑩 ∈ ℝ𝑚𝑚×𝑛𝑛, 𝑪𝑪 ∈ ℝ𝑘𝑘×𝑚𝑚, 𝒙𝒙(𝑡𝑡) ∈
ℝ𝑚𝑚, 𝒚𝒚(𝑡𝑡) ∈ ℝ𝑘𝑘  und 𝒖𝒖(𝑡𝑡) ∈ ℝ𝒏𝒏. Mit Hilfe des Projektors 
lassen sich die Systemmatrizen zu 𝑴𝑴𝑹𝑹,𝑫𝑫𝑹𝑹, 𝑲𝑲𝑹𝑹 ∈ ℝ𝒛𝒛∗𝒏𝒏×𝒛𝒛∗𝒏𝒏 
sowie 𝑩𝑩𝑹𝑹 ∈ ℝ𝒛𝒛∗𝒏𝒏×𝒏𝒏, 𝑪𝑪𝑹𝑹 ∈ ℝ𝒌𝒌×𝒛𝒛∗𝒏𝒏 und 𝒙𝒙𝑹𝑹(𝑡𝑡) ∈
ℝ𝑧𝑧∗𝑛𝑛, 𝒚𝒚𝑹𝑹(𝑡𝑡) ∈ ℝ𝑘𝑘  und 𝒖𝒖𝑹𝑹(𝑡𝑡) ∈ ℝ𝒏𝒏 verkleinern, wodurch die 
reduzierte Bewegungsgleichung entsteht [2].  

 

𝑽𝑽𝑻𝑻𝑴𝑴𝑴𝑴𝒙̈𝒙𝑹𝑹(𝑡𝑡) + 𝑽𝑽𝑻𝑻𝑫𝑫𝑫𝑫𝒙̇𝒙𝑹𝑹(𝑡𝑡) + 𝑽𝑽𝑻𝑻𝑲𝑲𝑲𝑲𝒙𝒙𝑹𝑹(𝑡𝑡)
= 𝑽𝑽𝑻𝑻𝑩𝑩𝒖𝒖𝑹𝑹(𝑡𝑡) 

𝒚𝒚𝑅𝑅(𝑡𝑡) = 𝑪𝑪𝑪𝑪𝒙𝒙𝑅𝑅(𝑡𝑡) 
(2) 

und schließlich zu  

𝑴𝑴𝑹𝑹𝒙̈𝒙𝑹𝑹(𝑡𝑡) + 𝑫𝑫𝑹𝑹𝒙̇𝒙𝑹𝑹(𝑡𝑡) + 𝑲𝑲𝑹𝑹𝒙𝒙𝑹𝑹(𝑡𝑡) = 𝑩𝑩𝑹𝑹𝒖𝒖𝑹𝑹(𝑡𝑡) 

𝒚𝒚𝑹𝑹(𝑡𝑡) = 𝑪𝑪𝑹𝑹𝒙𝒙𝑹𝑹(𝑡𝑡). 
(3) 

Die Berechnung der Projektionsmatrix erfolgt mit dem 
Block-Arnoldi Algorithmus in Anlehnung an [3]. Dazu 
müssen zu Beginn die Startblöcke des Krylov-Unterraums 
berechnet werden. Nach [2] ergeben sich die Matrizen 𝑷𝑷 und 
𝑸𝑸 mit der komplexen Frequenz 𝑠𝑠 aus  

𝑷𝑷 = −(𝑠𝑠²𝑴𝑴 + 𝑲𝑲)−1𝑴𝑴 (4) 

𝑸𝑸 = −(𝑠𝑠²𝑴𝑴 + 𝑲𝑲)−1𝑩𝑩 (5) 

Diese bilden die Grundlage für den Algorithmus, der 
nachfolgend in der Abbildung 1 erläutert wird. Neben den 
Startblöcken wird die Entwicklungsfrequenz 𝑠𝑠 sowie die 
Anzahl der Momente 𝑧𝑧 benötigt. 

Block-Arnoldi-Algorithmus 

 Input: P, Q, s, z 

 Output: V 

1 𝑉𝑉1𝑅𝑅 = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑄𝑄) 

2 𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇 𝒎𝒎 =  𝟏𝟏… 𝒛𝒛  

3  𝑇𝑇 = 𝑃𝑃𝑉𝑉𝑚𝑚 

4  𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇 𝒏𝒏 =  𝟏𝟏…𝒎𝒎 

5   𝐻𝐻𝑚𝑚,𝑛𝑛 = 𝑉𝑉𝑛𝑛𝑇𝑇𝑇𝑇 

6   𝑇𝑇 = 𝑇𝑇 − 𝑉𝑉𝑛𝑛𝐻𝐻𝑚𝑚,𝑛𝑛 

7   𝑉𝑉𝑚𝑚+1𝐻𝐻𝑚𝑚+1,𝑛𝑛 = 𝑞𝑞𝑞𝑞(𝑇𝑇) 

Abbildung 1: Pseudocode des Block-Arnoldi-Algorithmus 

Workflow 
Abbildung 1 zeigt den entwickelten Workflow zur 
Modellordnungsreduktion. Dieser untergliedert sich in zwei 
Abschnitte. Die Erstellung des hochdimensionalen Modells 
in einem FE-Programm (hier ANSYS) sowie der Reduktion 
zum niederdimensionalen Modell in der Reduktionssoftware. 
Die Reduktionssoftware besteht aus eigens entwickelten 
C++ Code auf Basis der Bibliothek Eigen.   

Der erste Schritt beinhaltet die Selektion von 
Systemeingängen und Ausgängen in Form von Knoten. 
Weiterhin findet die klassische Modellbildung wie bspw. die 
Definition von Kontakten und Randbedingungen statt. Auf 
Basis dieser erstellt und exportiert ANSYS die Massen- und 
Steifigkeitsmatrix. Die Aufstellung der Eingangsmatrix 𝑩𝑩 
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Abbildung 2: Workflow der parametrischen 
Modellordnungsreduktion 

und der Ausgangsmatrix 𝑪𝑪 erfordert weiterhin die Sortierung 
des Solvers. Sobald alle Matrizen vorliegen, kann nach dem 
vorherigen beschriebenen Schema die Berechnung der 
Startblöcke 𝑷𝑷 und 𝑸𝑸 erfolgen. Diese werden folgend mit 
einer Entwicklungsfrequenz von 𝑠𝑠 = 0𝐻𝐻𝐻𝐻 aufgebaut. Bei zu 
großen Abweichungen kann diese in den höheren 
Frequenzbereich verschoben, bzw. es können mehrere 
Entwicklungspunkte gesetzt werden. Diese bilden die 
Grundlage für den Block-Arnoldi zur Bestimmung der 
Projektionsmatrix 𝑽𝑽. Im Anschluss folgt die Projektion auf 
den Unterraum, wodurch die Matrizen reduziert werden. 
Anhand der reduzierten Systemmatrizen wird die 
Dämpfungsmatrix mit Hilfe der Rayleigh-Dämpfung 

𝑫𝑫𝑹𝑹 = 𝛼𝛼𝑴𝑴𝑹𝑹 + 𝛽𝛽𝑲𝑲𝑹𝑹 (6) 

bestimmt. Der letzte Schritt, die Berechnung der 
Übertragungsmatrix, ergibt sich nach [4] aus der Laplace-
Transformation der Gleichung (3) 

𝑯𝑯(𝑠𝑠) = 𝑪𝑪𝑹𝑹(𝑠𝑠2𝑴𝑴𝑹𝑹 + 𝑠𝑠𝑫𝑫𝑹𝑹  +  𝑲𝑲𝑹𝑹)−1 𝑩𝑩𝑹𝑹. (7) 

Für die Lösung des Gleichungssystems kommt hier die 
Anwendung der LU-Zerlegung zum Einsatz. Der 
Algorithmus dazu ist in [5] beschrieben. 

Die Änderung eines Parameters, bspw. Variation der 
Abmessungen des Systems führt folglich zu einer Änderung 
des grundlegenden FE-Systems. Daher muss der 
beschriebene Workflow für jede Änderung des Parameters 
erneut durchgeführt werden.  

 

 

 

 
 
 

Anwendung 
Der beschriebene Workflow wird an zwei Beispielen unter 
Berücksichtigung der anfangs definierten 
Bewertungskriterien durchgeführt. Bei beiden Systemen 
handelt es sich um mechanische Mehrgrößensysteme 
(MIMO – Multiple Input Multiple Output).  

Das erste Anwendungsbeispiel ist ein einseitig eingespannter 
Biegebalken in Form eines I-Profils aus Aluminium 
(Abbildung 2). Dieser besitzt drei Eingangs- (E) und drei 
Ausgangspunkte (A). Das zu Grunde liegende FE-Modell 
besteht aus 22.200 Elementen vom Typ SOLID186. Das 
resultierende Gleichungssystem besteht hierbei aus 188.100 
Gleichungen.  Die Berechnung des Frequenzgangs erfolgt 
durch eine harmonische Analyse in einem Frequenzbereich 
𝑓𝑓 = 0 − 3.000𝐻𝐻𝐻𝐻 mit einer Schrittweite von ∆𝑓𝑓 = 1𝐻𝐻𝐻𝐻. Das 
reduzierte Modell wird an der Frequenz 𝑠𝑠 = 0𝐻𝐻𝐻𝐻 entwickelt. 
Um die Gesamtantwort des Systems auf alle Eingänge zu 
erhalten, werden alle Einzelantworten superponiert. Somit 
lässt sich sowohl die Wirkung einer Einzelanregung als auch 
die Wirkung aller analysieren. 

Abbildung 3: Anwendungsbeispiel Biegebalken 

Das erste Bewertungskriterium ist die Untersuchung der 
Genauigkeit der Reduktion. Hierfür wird die reduzierte 
Ordnung schrittweise erhöht, bis keine signifikante 
Verbesserung des relativen Fehlers einhergeht. Exemplarisch 
ist hierfür die Beschleunigungsamplitude und der relative 
Fehler in der Abbildung 3 dargestellt. Die bestmöglichste 
Approximation wird bei einer reduzierten Ordnung 72 
erreicht. Der maximale relative Fehler beträgt dabei rund 
0,00492%. Der Ausgang eins hat hierbei die vergleichsweise 
schlechtesten Werte erreicht.  

Abbildung 4: Vergleich der Beschleunigungsamplitude zwischen 
ANSYS und MOR für eine reduzierte Ordnung 72 
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Abbildung 5: Schematische Darstellung des Schwellerprofils 

Das zweite Bewertungskriterium ist die Zeit. Dazu sind die 
Ergebnisse beider Berechnungen in Tabelle 1 aufgezeigt. 
Die Zeit der FE-Simulation besteht hier aus Vernetzung, 
Formulierung der FE-Matrizen und Lösung des 
Gleichungssystems im genannten Frequenzbereich. Die Zeit 
der Modellordnungsreduktion besteht aus Vernetzung, 
Formulierung der FE-Matrizen, Datenaustausch zwischen 
den beiden Systemen, Reduktion und Lösung des reduzierten 
Gleichungssystems. Den Großteil der Zeit nehmen die 
Reduktion und der Datenaustausch in Anspruch. Die Lösung 
der Gleichung 7 nimmt auf Grund der geringen Matrixgröße 
[72 × 72] keinen nennenswerten Einfluss.   

 
Tabelle 1: Vergleich der Berechnungszeiten für das erste 

Anwendungsbeispiel 

𝒕𝒕𝑭𝑭𝑭𝑭 in s 𝒕𝒕𝑴𝑴𝑴𝑴𝑴𝑴 in s ∆𝒕𝒕 in % 

5543,7 66,5 -98,8 

 

In vielen technischen Anwendungsfällen ist es meist nicht 
nötig eine möglichst exakte Approximation des FE-Modells 
zu erreichen. Hier muss ein akzeptabler Kompromiss 
ermittelt werden. Die reduzierten Matrizen sind i.d.R. 
vollbesetzt und mit steigender Ordnung ist hier mit einem 
deutlich erhöhtem Speicher- und Rechenbedarf zu rechnen. 
Die nachfolgende Grafik (Abbildung 4) zeigt den relativen 
Fehler in Abhängigkeit der Ordnung. Hierbei wird 
ersichtlich, dass sich alle drei Ausgänge bei einer Ordnung 
von 57 bereits bei einem Fehler unter einem Prozent 
befinden. 

 
Abbildung 6: Reduktionsgrad des Biegebalkens 

 
Beim zweiten Anwendungsbeispiel handelt es sich um ein 
Schwellerprofil der Fahrzeugkarosserie. Eine schematische 
Darstellung dessen zeigt Abbildung 5. Dabei besteht das 
Grundprofil aus einem Aluminiumrohr und die 
Verbindungsbleche zur Karosserie aus Stahl. Auf das Profil 
selbst wirken keine direkten Kräfte, vielmehr wird das 
System durch externe Verschiebungen an den 
Verbindungsblechen zum Schwingen angeregt. Daher bilden 
die Anbindungsflächen der Bleche die Eingänge in das 
System. 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

In diesem Fall ergeben sich 27 Eingänge. Für die Analyse 
der Schwingformen sind 18 Ausgänge gleichmäßig am 
Profil verteilt definiert. Das hochdimensionale FE-Modell 
besteht hierbei aus 349.358 SOLID168 und 81.126 
CONTA174 Elementen. Das entstehende Gleichungssystem 
besitzt in diesem Fall 2.019.429 Gleichungen. Die 
Berechnung des Frequenzgangs erfolgt ebenfalls durch eine 
harmonische Analyse in einem Frequenzbereich 𝑓𝑓 = 0 −
3.000𝐻𝐻𝐻𝐻 mit einer Schrittweite von ∆𝑓𝑓 = 1𝐻𝐻𝐻𝐻. In diesem 
Beispiel erfolgt die Entwicklung ebenfalls um eine Frequenz 
von 𝑠𝑠 = 0𝐻𝐻𝐻𝐻. 

Die erreichbare Genauigkeit zeigt der Amplitudengang 
(Abbildung 5) für eine reduzierte Ordnung von 1.080. Die 
Farbe Blau zeigt den Amplitudengang des reduzierten 
Systems und orange das FE-Modell. Hierbei ist keine 
Unterscheidung möglich, da beide Kurven direkt 
übereinanderliegen. Eine größere Aussagekraft bietet dazu 
der relative Fehler. Der maximale relative Fehler liegt in 
diesem Beispiel bei rund 0,26%. Der gewählte Ausgang 17 
zeigt die vergleichsweisen schlechtesten Werte. Eine 
Verbesserung ließe sich hier bspw. durch das Setzen 
weiterer Entwicklungspunkte an Stellen, die eine 
unzureichende Approximation aufweisen erreichen.  

 
Abbildung 7: Vergleich der Beschleunigungsamplitude zwischen 

ANSYS und MOR für eine reduzierte Ordnung 1.080 

 

DAGA 2021 Wien

894



Die benötigte Berechnungsdauer für die Ordnung von 1080 
zeigt Tabelle 2. In diesem Anwendungsfall ergibt sich eine 
Reduktion der Berechnungszeit um 97,5%. Den größten 
zeitlichen Anteil der Reduktionsdauer nimmt ebenfalls der 
Export der hochdimensionalen Matrizen sowie die 
Reduktion in Anspruch.  

Tabelle 2: Vergleich der Berechnungszeiten für das zweite 
Anwendungsbeispiel 

𝒕𝒕𝑭𝑭𝑭𝑭 in min 𝒕𝒕𝑴𝑴𝑴𝑴𝑴𝑴 in min ∆𝒕𝒕 in % 

1.383,6 34,59 -97,5 

 
Das Verhalten des relativen Fehlers gegenüber der Ordnung 
ist anhand der Ausgängen eins, zehn und 18 dargestellt 
(Abbildung 6). Hier zeigt sich ein akzeptabler Kompromiss 
bereits ab einer Ordnung von 220. Der relative Fehler liegt 
bei den gezeigten Ausgängen bei max. 4%. In der nächsten 
Stufe (Ordnung 243) liegt der Fehler bereits unter 0,5%. 

 
Abbildung 8: Reduktionsgrad des zweiten Anwendungsfalls 

Ausblick 
Dieser Artikel zeigte einen Ansatz zur Beschleunigung von 
harmonischen Analysen mit Hilfe der 
Modellordnungsreduktion. Dabei wurde Genauigkeiten 
sowie Zeitersparnisse an zwei Anwendungsbeispielen 
aufgezeigt. Aufbauend auf diesen Ergebnissen werden 
verschiedene geometrische Parameteränderungen 
durchgeführt und der Workflow wiederholt. Weiterhin wird 
das gezeigte Verfahren dazu verwendet, um im Sinne der 
bekannten Verfahren der parametrischen Reduktion 
Stützpunkte innerhalb eines Parameterraums zu ermitteln 
und um dazwischen zu interpolieren. Methoden dieser Art 
werden bspw. in [6] beschrieben.  
Schlussendlich wird untersucht, wie weit 
Parameteränderungen zulässig sind und in wie fern die 
parametrische Modellordnungsreduktion in Hinblick auf 
Genauigkeiten und Speichergrößen anwendbar ist.  
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