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Einleitung

Die Finite-Elemente-Methode ist ein seit Jahrzehnten
bewdhrtes Verfahren zur Approximation des dynamischen
Verhaltens von mechanischen Strukturen. Je hoéher der
Diskretisierungsgrad, desto besser wird das reale Verhalten
approximiert. Ein negativer Nebeneffekt ist die mit
zunehmender Diskretisierung steigende Berechnungszeit.
Durch  ecine hohe Anzahl an Lastfillen wund
Parametervariationen, entsteht eine nicht mehr wirtschaftlich
zu bewiltigende Anzahl an Iterationen. Verfahren der
Modellordnungsreduktion (MOR) bieten eine
Berechnungsmethodik, durch die der Berechnungsaufwand
signifikant  verringert ~werden kann, ohne grofle
Abweichungen des Ergebnisses zum Originalmodell in Kauf
nehmen zu miissen. Neben den klassischen Verfahren wie
der Guyan-Reduktion, haben sich vor allem Krylov-
Unterraum Verfahren bei Systemen mit sehr vielen
Freiheitsgraden durchgesetzt. In der Praxis muss hier ein
akzeptabler Kompromiss zwischen Rechenaufwand und
Rechengenauigkeit gefunden werden. Durch Verfahren der
parametrischen Modellordnungsreduktion erschlief3t sich die
Optimierung als ein weiteres Anwendungsgebiet [1]. Hierbei
wird die parametrisierte Formulierung im Reduktionsprozess
beibehalten und die Struktur kann im Nachgang hinsichtlich
des vibroakustischen Verhaltens optimiert werden.
In diesem Beitrag werden bisherige Ergebnisse der
klassischen Modellordnungsreduktion in Bezug auf
Mehrgroflensysteme mit einer hohen Anzahl von
Freiheitsgraden diskutiert. Die Bewertung der Giite der
Reduktion erfolgt anhand von drei Kriterien:
Genauigkeit
Zeit

e Reduktionsgrad
Ein dazu entwickelter —Workflow wird
Praxisbeispielen angewandt und getestet.

an zwel

Reduktion durch Projektion

In dieser Arbeit kommen projektive Reduktionsverfahren,
wie das Krylov-Unterraum-Verfahren zum Einsatz. Die
Grundidee liegt dabei in der Projektion mit der Matrix V
eines hochdimensionalen Systems auf ein Unterraum mit
einer kleineren Dimension. Grundlage der hier betrachteten
Systeme sind FE-Modelle der Form

Mx(t) + Dx(t) + Kx(t) = Bu(t)

y(t) = Cx(),
wobei M, D,K € R™™ B € R™", CeR*™ x(t) €
R™, y(t) € R* undu(t) € R®. Mit Hilfe des Projektors
lassen sich die Systemmatrizen zu Mg, D, Kp € R#™<&n
sowie Bg € RZ™™ CpeRF*™  und  xz(t) €
RZ*", yp(t) € R* und ug(t) € R™ verkleinern, wodurch die
reduzierte Bewegungsgleichung entsteht [2].

(M

VT MVitg(t) + VIDVieg(t) + VIKVxgp(t)
= VTBuR(t)

2
Yr(t) = CVxg(t)
und schlief3lich zu
Mgxg(t) + Dpxg(t) + Kpxg(t) = Brug(t) 3)

Yr(t) = Crxg(1).

Die Berechnung der Projektionsmatrix erfolgt mit dem
Block-Arnoldi Algorithmus in Anlehnung an [3]. Dazu
miissen zu Beginn die Startblocke des Krylov-Unterraums
berechnet werden. Nach [2] ergeben sich die Matrizen P und
Q mit der komplexen Frequenz s aus

P=—(sM+K)"'M
Q=—(sM+K)"'B

“
(6))

Diese bilden die Grundlage fiir den Algorithmus, der
nachfolgend in der Abbildung 1 erldutert wird. Neben den
Startblocken wird die Entwicklungsfrequenz s sowie die
Anzahl der Momente z benotigt.

Block-Arnoldi-Algorithmus
Input: P, Q, s, z
Output: V
1 ViR=gqr(Q)
2 form=1..z
3 T =PV,
4 forn =1..m
5 Hypn =VIT
6 T=T-V,Hun
7 Vin+1Hms1n = qr(T)
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Abbildung 1: Pseudocode des Block-Arnoldi-Algorithmus

Workflow

Abbildung 1 zeigt den entwickelten Workflow zur
Modellordnungsreduktion. Dieser untergliedert sich in zwei
Abschnitte. Die Erstellung des hochdimensionalen Modells
in einem FE-Programm (hier ANSYS) sowie der Reduktion
zum niederdimensionalen Modell in der Reduktionssoftware.
Die Reduktionssoftware besteht aus eigens entwickelten
C++ Code auf Basis der Bibliothek Eigen.

Der erste Schritt beinhaltet die Selektion von
Systemeingéngen und Ausgéngen in Form von Knoten.
Weiterhin findet die klassische Modellbildung wie bspw. die
Definition von Kontakten und Randbedingungen statt. Auf
Basis dieser erstellt und exportiert ANSYS die Massen- und
Steifigkeitsmatrix. Die Aufstellung der Eingangsmatrix B



und der Ausgangsmatrix C erfordert weiterhin die Sortierung
des Solvers. Sobald alle Matrizen vorliegen, kann nach dem
vorherigen beschriebenen Schema die Berechnung der
Startblocke P und Q erfolgen. Diese werden folgend mit
einer Entwicklungsfrequenz von s = 0Hz aufgebaut. Bei zu
groBen Abweichungen kann diese in den hoheren
Frequenzbereich verschoben, bzw. es konnen mehrere
Entwicklungspunkte gesetzt werden. Diese bilden die
Grundlage fir den Block-Arnoldi zur Bestimmung der
Projektionsmatrix V. Im Anschluss folgt die Projektion auf
den Unterraum, wodurch die Matrizen reduziert werden.
Anhand der reduzierten Systemmatrizen wird die
Dampfungsmatrix mit Hilfe der Rayleigh-Dampfung

Dp = aMg + BKg (6)
bestimmt. Der letzte Schritt, die Berechnung der

Ubertragungsmatrix, ergibt sich nach [4] aus der Laplace-
Transformation der Gleichung (3)

H(S) = CR(SZMR + SDR + KR)_I BR' (7)

Fir die Losung des Gleichungssystems kommt hier die
Anwendung der LU-Zerlegung zum Einsatz. Der
Algorithmus dazu ist in [5] beschrieben.

Die Anderung eines Parameters, bspw. Variation der
Abmessungen des Systems fiihrt folglich zu einer Anderung
des grundlegenden FE-Systems. Daher muss der
beschriebene Workflow fiir jede Anderung des Parameters
erneut durchgefiihrt werden.

Eingangs- | Ausgangs- | Rand-
knoten knoten bedingungen
4 ™
ANSYS
’ 4 > ~

N A J K
Al
/ Solver- 1
' M K sortierung \
I h 4 A 4 Y 1
| U :
I 1
1 Berechnung . !
| Startblocke c Mapping |
1
| |
1 1
1 1
| |

|
f L 4 '

I . . 1
l Block- Projektion auf 1
' Arnoldi Unterraum '
i |
1 1
I 1
| i
' L 4 H
| i
' Berechnung Berechnung I
! Ubertragungs- Dimpfungs- '
| matrix matrix !

A} U

* A J’

Abbildung 2: Workflow der parametrischen
Modellordnungsreduktion
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Anwendung
Der beschriebene Workflow wird an zwei Beispielen unter
Beriicksichtigung der anfangs definierten

Bewertungskriterien durchgefiihrt. Bei beiden Systemen
handelt es sich um mechanische Mehrgroensysteme
(MIMO — Multiple Input Multiple Output).

Das erste Anwendungsbeispiel ist ein einseitig eingespannter
Biegebalken in Form eines I-Profils aus Aluminium
(Abbildung 2). Dieser besitzt drei Eingangs- (E) und drei
Ausgangspunkte (A). Das zu Grunde liegende FE-Modell
besteht aus 22.200 Elementen vom Typ SOLID186. Das
resultierende Gleichungssystem besteht hierbei aus 188.100
Gleichungen. Die Berechnung des Frequenzgangs erfolgt
durch eine harmonische Analyse in einem Frequenzbereich
f = 0 —3.000Hz mit einer Schrittweite von Af = 1Hz. Das
reduzierte Modell wird an der Frequenz s = 0Hz entwickelt.
Um die Gesamtantwort des Systems auf alle Eingidnge zu
erhalten, werden alle Einzelantworten superponiert. Somit
lasst sich sowohl die Wirkung einer Einzelanregung als auch
die Wirkung aller analysieren.

o~

Abbildung 3: Anwendungsbeispiel Biegebalken

Das erste Bewertungskriterium ist die Untersuchung der
Genauigkeit der Reduktion. Hierfiir wird die reduzierte
Ordnung schrittweise erhoht, bis keine signifikante
Verbesserung des relativen Fehlers einhergeht. Exemplarisch
ist hierfiir die Beschleunigungsamplitude und der relative
Fehler in der Abbildung 3 dargestellt. Die bestmoglichste
Approximation wird bei einer reduzierten Ordnung 72
erreicht. Der maximale relative Fehler betrdgt dabei rund
0,00492%. Der Ausgang eins hat hierbei die vergleichsweise
schlechtesten Werte erreicht.
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Abbildung 4. Vergleich der Beschleunigungsamplitude zwischen
ANSYS und MOR fiir eine reduzierte Ordnung 72
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Das zweite Bewertungskriterium ist die Zeit. Dazu sind die
Ergebnisse beider Berechnungen in Tabelle 1 aufgezeigt.
Die Zeit der FE-Simulation besteht hier aus Vernetzung,
Formulierung der FE-Matrizen wund Losung des
Gleichungssystems im genannten Frequenzbereich. Die Zeit
der Modellordnungsreduktion besteht aus Vernetzung,
Formulierung der FE-Matrizen, Datenaustausch zwischen
den beiden Systemen, Reduktion und Losung des reduzierten
Gleichungssystems. Den Grofiteil der Zeit nehmen die
Reduktion und der Datenaustausch in Anspruch. Die Losung
der Gleichung 7 nimmt auf Grund der geringen Matrixgrofe
[72 x 72] keinen nennenswerten Einfluss.

Tabelle 1: Vergleich der Berechnungszeiten fiir das erste

Anwendungsbeispiel
tFE ins tMOR ins At in %
5543,7 66,5 -98,8

In vielen technischen Anwendungsfillen ist es meist nicht
ndtig eine moglichst exakte Approximation des FE-Modells
zu erreichen. Hier muss ein akzeptabler Kompromiss
ermittelt werden. Die reduzierten Matrizen sind i.d.R.
vollbesetzt und mit steigender Ordnung ist hier mit einem
deutlich erhohtem Speicher- und Rechenbedarf zu rechnen.
Die nachfolgende Grafik (Abbildung 4) zeigt den relativen
Fehler in Abhéngigkeit der Ordnung. Hierbei wird
ersichtlich, dass sich alle drei Ausgédnge bei einer Ordnung
von 57 bereits bei einem Fehler unter einem Prozent
befinden.
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Abbildung 6: Reduktionsgrad des Biegebalkens
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Beim zweiten Anwendungsbeispiel handelt es sich um ein
Schwellerprofil der Fahrzeugkarosserie. Eine schematische
Darstellung dessen zeigt Abbildung 5. Dabei besteht das
Grundprofil aus einem  Aluminiumrohr und die
Verbindungsbleche zur Karosserie aus Stahl. Auf das Profil
selbst wirken keine direkten Krifte, vielmehr wird das
System durch externe  Verschiebungen an den
Verbindungsblechen zum Schwingen angeregt. Daher bilden
die Anbindungsflichen der Bleche die Einginge in das
System.
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Abbildung 5: Schematische Darstellung des Schwellerprofils

In diesem Fall ergeben sich 27 Eingédnge. Fiir diec Analyse
der Schwingformen sind 18 Ausginge gleichmdBig am
Profil verteilt definiert. Das hochdimensionale FE-Modell
besteht hierbei aus 349.358 SOLID168 und 81.126
CONTA174 Elementen. Das entstehende Gleichungssystem
besitzt in diesem Fall 2.019.429 Gleichungen. Die
Berechnung des Frequenzgangs erfolgt ebenfalls durch eine
harmonische Analyse in einem Frequenzbereich f =0 —
3.000Hz mit einer Schrittweite von Af = 1Hz. In diesem
Beispiel erfolgt die Entwicklung ebenfalls um eine Frequenz
von s = 0Hz.

Die erreichbare Genauigkeit zeigt der Amplitudengang
(Abbildung 5) fiir eine reduzierte Ordnung von 1.080. Die
Farbe Blau zeigt den Amplitudengang des reduzierten
Systems und orange das FE-Modell. Hierbei ist keine
Unterscheidung mdglich, da beide Kurven direkt
iibereinanderliegen. Eine grofere Aussagekraft bietet dazu
der relative Fehler. Der maximale relative Fehler liegt in
diesem Beispiel bei rund 0,26%. Der gewéhlte Ausgang 17
zeigt die vergleichsweisen schlechtesten Werte. Eine
Verbesserung lieBe sich hier bspw. durch das Setzen
weiterer  Entwicklungspunkte an Stellen, die eine
unzureichende Approximation aufweisen erreichen.
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Abbildung 7: Vergleich der Beschleunigungsamplitude zwischen
ANSYS und MOR fiir eine reduzierte Ordnung 1.080



Die benétigte Berechnungsdauer fiir die Ordnung von 1080
zeigt Tabelle 2. In diesem Anwendungsfall ergibt sich eine
Reduktion der Berechnungszeit um 97,5%. Den gréfiten
zeitlichen Anteil der Reduktionsdauer nimmt ebenfalls der
Export der hochdimensionalen Matrizen sowie die
Reduktion in Anspruch.

Tabelle 2: Vergleich der Berechnungszeiten fiir das zweite

Anwendungsbeispiel
tpg in min tyor in min At in %
1.383.,6 34,59 -97,5

Das Verhalten des relativen Fehlers gegeniiber der Ordnung
ist anhand der Ausgingen eins, zehn und 18 dargestellt
(Abbildung 6). Hier zeigt sich ein akzeptabler Kompromiss
bereits ab einer Ordnung von 220. Der relative Fehler liegt
bei den gezeigten Ausgingen bei max. 4%. In der nédchsten
Stufe (Ordnung 243) liegt der Fehler bereits unter 0,5%.
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Abbildung 8: Reduktionsgrad des zweiten Anwendungsfalls

Ausblick

Dieser Artikel zeigte einen Ansatz zur Beschleunigung von
harmonischen Analysen mit Hilfe der
Modellordnungsreduktion. Dabei wurde Genauigkeiten
sowie Zeitersparnisse an zwei Anwendungsbeispielen
aufgezeigt. Aufbauend auf diesen Ergebnissen werden
verschiedene geometrische Parameterénderungen
durchgefiihrt und der Workflow wiederholt. Weiterhin wird
das gezeigte Verfahren dazu verwendet, um im Sinne der
bekannten Verfahren der parametrischen Reduktion
Stiitzpunkte innerhalb eines Parameterraums zu ermitteln
und um dazwischen zu interpolieren. Methoden dieser Art
werden bspw. in [6] beschrieben.

Schlussendlich wird untersucht, wie weit
Parameterédnderungen zuldssig sind und in wie fern die
parametrische Modellordnungsreduktion in Hinblick auf
Genauigkeiten und SpeichergroBen anwendbar ist.

895

DAGA 2021 Wien

Literatur

[1] Jung Yoo, E.: Parametric Model Order Reduction for
Structural Analysis and Control. Miinchen, Technische
Universitdt Miinchen, 2010.

[2] Bonin, T., et al.: A fully adaptive rational global
Arnoldi method for the model-orderreduction of
second-order MIMO systems with proportional
damping. In: Mathematics and Computers in Simulation

122, 2016, S. 1-19.

Saad, Y.: Iterative Methods for Sparse Linear Systems.
2. Auflage. Philadelphia: STAM 2003.

Salimbahrami, S. B.; Lohmann B.: Order reduction of
large scale secondorder systems using Krylov subspace
methods. Linear Algebra and its Applications 415
(2006) 2-3, S. 385-405.

Golub, G.H.; Van Loan, C.F.: Matrix computations. 4.
Auflage. John Hopkins University. Press 2013.

Peuscher, H. et. Al.: Parametric Model Order Reduction
by Matrix Interpolation. In Automatisierungstechnik 58,
2010, S. 475-484.



