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Einleitung

Dieser Beitrag befasst sich mit der numerischen Genauig-
keit von Ray Tracing Simulationen der Schallausbreitung
in der Erdatmosphire. Im Gegensatz zu anderen Anwen-
dungen kann das Medium dabei weder als homogen noch
statisch angenommen werden. In der Regel liegt eine Me-
diumsbewegung in Form von Wind oder Turbulenzen vor.
Temperatur und Windgeschwindigkeit variieren iiber den
Ort - besonders mit der Hohe - was eine Variation der
Schallgeschwindigkeit und damit auch Brechung zu Fol-
ge hat [1, 2] (Abb. 1). Aufgrund dieser Effekte ist das Ray
Tracing von Schall in der Atmosphiire ein komplexes und
rechenaufwendiges Verfahren. Dennoch ist eine schnelle
und genaue Berechnung der Strahlen gewiinscht. Daher
muss ein Ray Tracing Algorithmus fiir das vorliegende
Problem moglichst effizient arbeiten.
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Abbildung 1: Schematische Darstellung von Schallausbrei-
tung in der Erdatmosphére. Schall wird durch die Einwirkung
von Temperatur- und Windgradient gebrochen. Zusétzlich
findet am Boden eine Reflexion des Schalls statt.

Ziel dieser Simulation ist die Schétzung des Schall-
iibertragungsverhaltens von einer Quell- zu einer
Empfingerposition anhand der Strahlen ¢, die beide Po-
sitionen verbinden und Eigenrays genannt werden:
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In die Ubertragungsfunktion flieBen fiir jeden dieser Ei-
genrays die Luftddmpfung A,;., die geometrische Aus-
breitungsddmpfung Aspread, der komplexwertige Refle-
xionsfaktor R und die Laufzeit 7 ein. Die Berech-
nung eines Strahls erfolgt durch numerische Integration
von Differentialgleichungen [1, 3]. Dabei werden atmo-
sphérische Groflen und Strahlparameter stiickweise als
konstant angenommen. Aufgrund von lokalen Unstetig-
keiten oder starken Fluktuationen von atmosphérischen
Groflen konnen bei der Berechnung numerische Ungenau-
igkeiten entstehen, die zu groflen geometrischen Fehlern
im Verlauf der Strahlen fiithren. Fiir die verwendeten Mo-
delle konnte deren Ursache vor allem auf die numerische
Integration des Windgradienten zuriickgefithrt werden.
Im Falle solcher Ungenauigkeiten muss die Integrations-
schrittweite fein genug eingestellt werden, um die Feh-
ler klein zu halten, was gleichzeitig zu einer erhchten

Rechenlaufzeit fithrt. An numerisch unkritischen Stellen
hingegen kann die Schrittweite ohne nennenswerte Ge-
nauigkeitseinbuflen weiter eingestellt werden. Daher wird
in diesem Beitrag ein adaptives Verfahren fiir die Integra-
tionsschrittweite vorgestellt, welches durch einstellbare
Parameter einen Kompromiss zwischen Genauigkeit und
geringer Rechenlaufzeit bildet.

Methoden und Modelle
Atmosphére

Eine hiufig getroffene Annahme fiir die Atmosphére ist,
dass alle ortsabhéingigen Groflen wie Wind und Tempe-
ratur und in der Konsequenz auch die Schallgeschwin-
digkeit nur von der Ho6he z abhéngig sind. Desweiteren
ist es sinnvoll, die z-Kompenente des Windvektors v zu
vernachléssigen, also eine rein horizontale Windrichtung
anzunehmen [1, 2]. Turbulenzen werden komplett ver-
nachléssigt. Dies fithrt zu einem Modell mit horizontalen
Schichten gleicher atmosphérischer Grofien.

Boden und Reflexionen

Als Boden wird die horizontale Ebene z = 0 m verwendet
und somit dessen Topologie vernachlissigt. Strahlen, die
diese Ebene treffen, werden spiegelnd reflektiert. Andere
Reflexionsflachen sind nicht vorhanden.

Temperaturmodell und Schallgeschwindigkeit

Fiir die Temperatur wird die lineare Gleichung
K
T(z) = 288.15K — 0.0065 o ¢ K] (2

des International Standard Atmosphere (ISA) Modells
verwendet [4], welches fiir eine Hohe zwischen Meeres-
spiegel (z = 0m) und einer Hohe von z = 12000 m defi-
niert ist. Die Schallgeschwindigkeit ¢ wird anhand

o(z) = VAR -T(2) e

S
bestimmt. Fiir den Isentropenindex v und die molare
2
Gaskonstante R wird dabei der Wert yR = 402.8 7=
verwendet [2].

‘Windmodell

Fiir den Wind v wird eine konstante Richtung angenom-
men. Die Windgeschwindigkeit v wird nach einem loga-
rithmischen Windprofil berechnet. Demnach ist es un-
terhalb der sogannten Rauhigkeitshohe zo [m] windstill.
Dariiber hat die mittlere Windgeschwindigkeit eine loga-
rithmische Gestalt [5]:

,2 < 20 {m

0
v(z) = {v0~ln (i) 2> 2
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Der Vorfaktor vg [%} wird als konstant angenommen und

kann je nach Wetterlage variieren. Eine Ableitung der
Windgeschwindigkeit nach der Hohe ergibt:

,2 < 2 1
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m

Abbildung 2: Qualitativer Verlauf der Windgeschwindigkeit
und deren Ableitung nach der Hohe z fiir das logarithmische
Windmodell. Deutlich zu erkennen ist die Unstetigkeit bei
z = 2o und die groBe Anderungsrate in der Umgebung um
diese Stelle. Beide kénnen zu numerischen Ungenauigkeiten
bei der Berechnung der Strahlen fiihren.

Ausbreitung der Strahlen

Die Berechnung der Strahlen fiir ein inhomogenes beweg-
tes Medium erfolgt nach Lindsay [3]. Hierbei wird der
Strahl durch den zeitabhédngigen Ortsvektor r beschrie-
ben. Mit den zuvor getroffenen Annahmen, lassen sich die
Strahl-Gleichungen in effizienter Form aufstellen. Fiir die
Geschwindigkeit eines Strahls ergibt sich:

r=c-n+v [%} (6)
Dabei sind ¢ und v abhingig vom aktuellen Ort des
Strahls r, genauer gesagt von dessen z-Komponente.
Auch die Wellenfrontnormale n ist aufgrund der Bre-
chung zeitabhéngig. Eine wichtige Groéfle in diesem Zu-
sammenhang ist die effektive Schallgeschwindigkeit [1]:

= o

S

Ceff =C+V N

Sie setzt sich zusammen aus der Schallgeschwindigkeit
¢ und dem Anteil der Windgeschwindigkeit in Ausbrei-
tungsrichtung v-n. Ihre Ableitung nach der Hohe ist maf3-
geblich fiir die Anderungsrate der Wellenfrontnormalen
verantwortlich:

n= d%ceff [n.n—e] [ﬂ (8)

Da eine analytische Berechnung des Strahls in der Regel
nicht moglich ist, erfolgt eine Nidherung durch numeri-

sche Integration mit Hilfe des klassischen Runge-Kutta-
Verfahrens (RK4) [1]. Hierbei wird die Integrationsva-
riable, also die Zeit, diskretisiert. Gleichungen 6 und 8
werden dann fiir jeden diskreten Zeitpunkt ausgewertet.

Untersuchung zur numerischen
Genauigkeit

Variation der Integrationsschrittweite

Zur Untersuchung der numerischen Genauigkeit wurden
Strahlen unter verschiedenen Einstellungen, wie Wind-
parameter und initiale Ausbreitungsrichtung, betrach-
tet. Dabei wurde jeder Strahl mehrfach unter Variation
der Integrationsschrittweite At berechnet. Hierbei zeig-
ten sich grofle Unterschiede im Verlauf solcher Strahlen,
die von einer Quelle knapp oberhalb der windstillen Zo-
ne (z > zp) ausgehen und etwas unterhalb der horizon-
talen Windrichtung zum Boden verfolgt werden (grazing
incidence). In diesem Fall ist der Einfluss der Windge-
schwindigkeit auf die Brechung besonders grof3, da n und
v quasi kollinear verlaufen (Gl. 7 und 8). Die Divergenz
tritt dabei erst in Bodennihe, ndmlich um z = zg, auf.
In diesem Bereich weist d%v eine Unstetigkeit und eine
sehr hohe Anderungsrate auf (Abb. 2). Es liegt daher
nahe, dass die numerische Integration von Gleichung 8
dort besonders ungenau ist. Dementsprechend ist eine
hohe zeitliche Auflésung notwendig, damit die Brechung
in moglichst guter Ndherung berechnet wird.
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Abbildung 3: Strahlen mit gleicher initialer Richtung und
unterschiedlicher Integrationsschrittweite At bei folgenden
FEinstellungen: Quelle in 75m iiber dem Ursprung, Wind
in z-Richtung, initiale Elevation und Azimuth der Strahlen
(60, ¢0) = (93.75°,0°) , vo = 1.5, 20 = 7.5m. Aufgrund
numerischer Integrationsfehler divergieren Strahlen mit ge-
ringer Zeitauflésung von denen mit hoher Zeitauflosung. Ab
einer Feinheit von At = 1 ms ist jedoch eine Konvergenz der
Strahlen zu erkennen.

Als Beispiel fiir solch ein Szenario werden die Strahlen in
Abbildung 3 betrachtet. Diese werden von einer Quelle
75m iiber dem Koordinatenursprung mit initialer Ele-
vation und Azimuth (6y, ¢g) = (93.75°,0°) geschossen
(Hinweis: Ein Vektor mit 0 ° Elevation zeigt vertikal nach
oben). Die Parameter fiir den Wind, der in z-Richtung
verlduft, sind zu v = 1.5% und zp = 7.5m gewéhlt.
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Vor allem fiir At = 100 ms ist eine starke Divergenz von
den anderen Strahlen zu erkennen. Mit feiner werdender
Integrationsschrittweite sinkt der numerische Fehler. Ab
einer Auflésung von At = 1ms ist dann eine Konvergenz
der Strahlen erkennbar. Da diese jedoch bis zum Eintritt
in den kritischen Bereich (z &~ zp) nicht divergieren, ist
es naheliegend, dass eine geringere zeitliche Auflésung in
diesem Bereich keine nennenswerten Auswirkungen auf
die Genauigkeit des Strahlverlaufs hat, jedoch die Re-
chenzeit deutlich verringert.

Beurteilung der Rechengenauigkeit

Um abzuschétzen, ob der numerische Fehler beim aktu-
ellen Integrationsschritt zu grof ist, wird ein Unsicher-
heitsmafl beziiglich der Brechung - verursacht durch den
Windgradienten - eingefiihrt. Da in den verwendeten Mo-
dellen die numerische Instabilitdt anscheinend aus der
Unstetigkeit bzw. der hohen Anderungsrate von n - d%v
resultiert, wird das Integral

I, = n(z) / N dilzv(z) dz Bt

betrachtet. Der Integrand dieser Gleichung steckt auch in
der Brechungsformel (Gl. 8) und zwar in der Ableitung
von ceg (Gl. 7). Demnach wird ein grofler numerischer
Fehler bei dieser Integration auch zu einem grofien Fehler
bei der Berechnung der Wellenfrontnormalen fiithren. Aus
diesem Grund vergleicht das Unsicherheitsmaf} u, (GL
12) die analytische Losung

Lo =P(=)—v() =) [T] (0

mit der numerischen Losung

d m
Iv,num = %'v('zl) : [Z2 - Zl] : n(zl) [;:| (11)
von Gleichung 9. Es wird aus dem absoluten Fehler beider
Ergebnisse berechnet:

m

e

Uy = |Iv,a - Iv,num|
Je hoher dieser Wert, desto ungenauer ist die Berech-
nung der Brechung (Gl. 8) und dementsprechend auch
der Verlauf des berechneten Strahls.

Abbildung 4 zeigt das Unsicherheitsmafl u, fiir die zu-
vor berechneten Strahlen aus Abbildung 3 in einem Zeit-
ausschnitt um die Bodenreflexion. Es ist zu erkennen,
dass die kritische Stelle des Windgradienten (Abb. 2) um
z = zg zweimal durchlaufen wird, jeweils vor und nach
der Reflexion. Wie erwartet zeigt das Unsicherheitsmafl
hohere Werte bei groberer Auflosung der Zeit. Da die
betrachten Strahlen ab einer Schrittweite von At = 1ms
konvergieren, wird der Strahl dieses Grenzfalls genauer
betrachtet. Dessen Unsicherheitsmaf} erreicht einen ma-
ximalen Wert von ca. 0.011 £}. Daran orientiert wird der
Schwellwert wy thresh = 0.015 £ definiert. Wird dieser bei
einem Integrationsschritt iiberschritten, ist die Berech-
nung als ungenau einzustufen.
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Abbildung 4: Zeitausschnitt des Unsicherheitsmaf u,, fiir die
Strahlen aus Abbildung 3 um den Zeitpunkt der Bodenreflexi-
on. Es ist zu sehen, dass der kritische Bereich des Gradienten
der Windgeschwindigkeit (Abb. 2) um z = zo zweimal durch-
laufen wird, jeweils vor und nach der Reflexion. An diesen
Stellen besitzt u, Maxima. Anhand des ersten konvergierten
Strahls mit At = 1ms wird der Schwellwert .y thresh, ab dem
ein Integrationsschritt als ungenau eingestuft wird, bestimmt.

Adaptive Integration

Um einen Kompromiss zwischen Rechenzeit und nume-
rischer Genauigkeit zu finden, wird ein adaptives Ver-
fahren vorgestellt. Hierbei ist die Integrationsschrittweite
At nicht konstant, sondern wird an numerisch kritischen
Stellen feiner eingestellt. So kann die gewiinschte Genau-
igkeit erzielt werden ohne die Rechenzeit an unkritischen
Stellen zu erhohen.
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Halbierung
von At

Abbildung 5: Blockdiagramm der Adaption von Integrati-
onsschrittweite At. Der aktuelle Integrationsschritt wird so
lange wiederholt, bis das Unsicherheitsmafl u, den Schwell-
wert Uy, tresh Unterschreitet. Dabei wird die At jeweils halbiert.
Unterschreitet u, auflerdem den Wert .y uncrit, wird At ver-
doppelt. Zur Vereinfachung wurde hier die Begrenzung von
At (Gl. 13) vernachléssigt.

Uy < Uyuncrit
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\

Nach jedem Integrationschritt wird das zuvor eingefiihrte
Unsicherheitsmafl {iberpriift. Wird der Wert w, thresh
iiberschritten, wird die Integrationsschrittweite At hal-
biert und die Integration wiederholt. Bei Unterschrei-
tung des Wertes y uncrit = 0.005 % wird die Integrati-
onsschrittweite wieder verdoppelt. Dieser Prozess ist in
Abbildung 5 in Form eines Blockdiagramms dargestellt.
Dabei ist die Schrittweite durch einen initialen Wert Atg
und einen maximalen Faktor 2™ (m € N) limitiert:

At
At e [2; Ato} 5] (13)
Eine Verdopplung von At erfolgt auflerem nur, wenn es
dadurch noch moglich ist im Raster von Aty zu bleiben.
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Zwischenwerte fiir r, auflerhalb des Rasters werden nicht
gespeichert. Somit ist das Ergebnis trotz Adaption ein
Array aus kartesischen Vektoren mit konstanter zeitlicher
Auflésung Atg.

Beide Schwellwerte - %y thresh Und Uy uncrit - beeinflus-
sen die Genauigkeit der berechneten Strahlen. Die hier
gewihlten Werte sind fiir die verwendeten Modelle be-
stimmt. Fiir andere Modelle oder Anwendungen kénnen
diese jedoch abweichen.

der aus dem Quotienten beider Laufzeiten besteht, ge-
messen. Fiir die verglichenen Strahlen betrdgt dieser
ca. 61 (mit einer maximalen relativen Abweichung von
~ 1.02). Es kann also von einer erheblichen Be-

1+1%
1-1%
schleunigung ausgegangen werden.

Fazit

Zusammenfassung

Testsystem

Die Implementierung des Ray Tracers erfolgte

MATLAB 2016b. Die Berechnung der Strahlen fanden

Es wurde ein adaptives Verfahren fiir die Integration von
Strahlen in der Atmosphiire, welche als horizontal ge-
schichtetes Medium angenommen wird, vorgestellt. Mit
dessen Hilfe wird die Integrationsschrittweite At auf eine
parametrisch einstellbare Genauigkeit angepasst. Im Ver-

auf einer Intel(R) Core(TM) i5-6600 CPU mit 4 Kernen
bei 3.30 GHz und 16 GB physikalischem Speicher statt.
Bei dem verwendeten Betriebssystem handelte es sich um
die 64-bit Version von Microsoft Windows 7 Professional

gleich zur herkémmlichen Methode ist dadurch eine er-
hebliche Beschleunigung bei vergleichbarer Genauigkeit

moglich.

mit Service Pack 1 (build 7601).

Performanz

Im Folgenden wird die Leistung des adaptiven Integra-
tionsverfahrens hinsichtlich Genauigkeit und Rechenzeit
untersucht. Hierfiir wird der gleiche Strahl, berechnet mit
dem adaptiven Verfahren und einer initialen Integrati-
onsschrittweite Aty = 100ms, mit dem konvergierten
Strahl mit At = 1ms aus Abbildung 3 verglichen. In
Abbildung 6 ist zu sehen, dass der Verlauf der Strah-
len iibereinstimmt. Das adaptive Verfahren erzielt da-
her bei 100 mal geringerer initialer Auflésung ein Ergeb-
nis mit vergleichbarer Genauigkeit. Die Laufzeiten beider

At = 1ms : : : . -
- = Aty =100ms (adaptiv) | /,»:” :
Jspeedup ~ 61 - .
E) /
v /
\\ . . //‘ . . . .
50| N
\ /
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Ausblick

Weitere Untersuchungen sind nétig, um den Gewinn
durch das adaptive Verfahren genauer einzustufen.
Hierfiir wird der Algorithmus in C++ implementiert und
beide Methoden mittels Benchmarks gemessen. Deswei-
teren wird das Verfahren fiir andere Modelle fiir Tem-
peratur und Windgeschwindigkeit untersucht. In diesem
Zusammenhang ist eine Erweiterung des Unsicherheits-
mafes denkbar. Anstatt nur die Integration der Wind-
komponente in Richtung der Wellenfrontnormalen zu
iiberpriifen (Gl. 9), kénnte das Maf hinsichtlich der In-
tegration iiber die effektive Schallgeschwindigkeit

zZ2 d
I, :/ aceﬁ(z)dz

1

(15)

aufgestellt werden. Auflerdem wird die Genauigkeit des
Strahlenverlaufs im Kontext einer Auralisierung (Gl. 1)
untersucht. Dabei ist vor allem interessant, welche Ab-
weichung vom korrekten Verlauf horbar ist und wie
die Schwellwerte des Unsicherheitsmafles u,, dementspre-
chend effizient eingestellt werden kénnen.
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