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Einleitung

Im Rahmen der akustischen Produktentwicklung
werden zunehmend Prognosemethoden benötigt, mit
denen bereits in den ersten Phasen des Produktent-
wicklungsprozesses der Einfluss von Parametern (z.B.
Geometriegrößen) auf akustische Zielfunktionen (z.B.
Schallleistung) abgeschätzt werden kann. Aktuell wer-
den bei der rechnergestützten Produktentwicklung,
wie beispielsweise Finite-Elemente (FE)-Berechnungen,
meist mehrere Varianten eines Produktes modelliert
und die Auswirkung von Parameteränderungen auf
eine akustische Zielfunktion untersucht. Diese Vorge-
hensweise erfordert vor allem bei einer Vielzahl an
Varianten mit komplexer Geometrie (z.B. Getriebe oder
elektrische Maschinen) eine lange Berechnungsdauer, da
für jede Variante eine Berechnung durchgeführt werden
muss. Eine weitere Möglichkeit, um die Auswirkung
von Parameteränderungen auf eine Zielfunktion zu
untersuchen, bietet die Sensitivitätsanalyse. Allerdings
lässt sich mittels Sensitivitäten nur ermitteln, wie
stark ein Parameter relativ zu anderen Parametern
die Zielfunktion beeinflusst. Die tatsächliche, d.h. die
quantitative Auswirkung einer Parameteränderung auf
die Zielfunktion kann allein auf Basis der Sensitivitäten
nicht bestimmt werden.

Eine Möglichkeit zur quantitativen Bestimmung von Pa-
rameteränderungen auf eine Zielfunktion bieten Modell-
gesetze. Abbildung 1 zeigt schematisch, wie eine akusti-
sche Zielfunktion einer schwingenden Struktur mit Hilfe
eines Modellgesetzes bestimmt werden kann. Ausgehend
von einem Grundentwurf (hochgestelltes (p) von engl.:

parent), dessen Parameter X
(p)
j und Zielfunktionen Y

(p)
k

bekannt sind, wird ein Folgeentwurf (hochgestelltes (r)

von engl.: replica) mit den Parametern X
(r)
j abgeleitet.

Mit Hilfe des Modellgesetzes wird anschließend die akus-

tische Zielfunktion Y
(r)
k des Folgeentwurfs berechnet.
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Abbildung 1: Prinzip der Anwendung von Modellgesetzen,
nach [1]

Modellgesetze basieren auf der Ähnlichkeitstheorie, die
in vielen Bereichen des Ingenieurwesens Anwendung
findet [2]. In der Vibroakustik werden Modellgesetze
heute meist für generische Strukturen mit bekannten
Bewegungsgleichungen hergeleitet [3, 4]. Für komplexere
Strukturen, die beispielsweise mittels FE modelliert
werden, lassen sich mit der aus der Literatur bekannten
Vorgehensweise keine Modellgesetze herleiten. Daher
wird in diesem Beitrag eine Methodik zur Herleitung von
Modellgesetzen gezeigt, für die die Bewegungsgleichung
des Systems nicht erforderlich ist. Die Modellgesetze
werden stattdessen auf Basis einer Sensitivitätsanalyse
des betrachteten Systems ermittelt.

Zur Validierung dieses Ansatzes soll im ersten
Schritt das Modellgesetz auf Basis der Sensiti-
vitätsanalyse mit bekannten Modellgesetzen auf Basis
der Ähnlichkeitstheorie verglichen werden. Dazu werden
Modellgesetze einer gelenkig gelagerten Rechteckplatte
betrachtet. Abbildung 2 zeigt die gelenkig gelagerte
Rechteckplatte, die mit einer harmonischen Punktkraft
F (p) in z-Richtung angeregt wird. Die Parameter des
Grundentwurfs sind in Tabelle 1 aufgelistet.
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Abbildung 2: gelenkig gelagerte Rechteckplatte

Tabelle 1: Parameter des Grundentwurfs der gelenkig gela-
gerten Rechteckplatte

Parameter Bezeichnung Wert Einheit

Länge a(p) 870 mm

Breite b(p) 620 mm

Dicke h(p) 5 mm

Position der An-
regung in x

x
(p)
0 /a(p) 0.885 –

Position der An-
regung in y

y
(p)
0 /b(p) 0.161 –

Amplitude der
Anregung

F̂ (p) 1 N

E-Modul E(p) 2, 04 · 1011 N/m2

Querkontraktionszahl µ(p) 0,28 –

Dichte ρ(p) 7850 kg/m3

Verlustfaktor η(p) 0,005 –
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Sensitivitätsbasierte Modellgesetze

Zur Herleitung der sensitivitätsbasierten Modellgesetze
dient der folgende allgemeine Produktansatz

Y
(r)
k = Y

(p)
k

n∏
j=1

φ
αj,k

j . (1)

Die gesuchte Zielfunktion Y
(r)
k ergibt sich dabei aus

der bekannten Zielfunktion Y
(p)
k sowie dem Produkt der

Maßstabsfaktoren

φj =
X

(r)
j

X
(p)
j

. (2)

Die Exponenten der Maßstabsfaktoren αj,k ergeben sich
nach [1] aus den Sensitivitäten erster Ordnung

αj,k =

∂ ln

(
Y

(r)
k

Y
(p)
k

)
∂ ln (φj)

. (3)

In diesem Beitrag werden die Sensitivitäten mit einem
zentralen Differenzenquotienten approximiert

αj,k ≈
ln
(
Y

(+)
k

)
− ln

(
Y

(−)
k

)
ln
(
φ
(+)
j

)
− ln

(
φ
(−)
j

) . (4)

Dabei bedeuten Y
(+)
k und Y

(−)
k die Zielfunktionen für

den Fall, dass der Parameter j mit den Maßstabsfaktoren

φ
(+)
j bzw. φ

(−)
j skaliert wird.

Sensitivitätsbasierte Modellgesetze der
Rechteckplatte

Die sensitivitätsbasierten Modellgesetze der gelenkig ge-
lagerten Rechteckplatte werden in diesem Beitrag für die
Zielgrößen Eigenfrequenzen Y1 = fm,n und mittlere qua-
dratische Übertragungsadmittanz

Y2 = Sh2T (f) = S
ṽ2(f)

F̃ 2(f)
(5)

berechnet. Dabei bedeuten ṽ2(f) die über die Platten-
oberfläche gemittelte quadratische Schwinggeschwindig-
keit in Abhängigkeit von der Frequenz f , F̃ 2(f) der
quadrierte Effektivwert der Anregungskraft und S = ab
der Flächeninhalt der schwingenden Oberfläche.

Die Eigenfrequenzen und die mittlere quadratische
Übertragungsadmittanz der Rechteckplatte können nach
[5] wie folgt berechnet werden

fm,n =
π

2
h

√
E

12ρ (1 − µ2)

((m
a

)2
+
(n
b

)2)
, (6)

Sh2T (f) =
f2

π2ρ2h2ab
·

·
∞∑
m=1

∞∑
n=1

sin2
(
mπx0

a

)
sin2

(
nπy0
b

)(
f2m,n − f2

)2
+ η2f4m,n

.

(7)

Dabei wird die Gültigkeit der Kirchhoff’schen
Plattentheorie vorausgesetzt. Für die Erläuterung der
Symbole wird auf Tabelle 1 verwiesen. Aus Gründen
der Übersichtlichkeit wird die Frequenzabhängigkeit
der mittleren quadratischen Übertragunsadmittanz in
den nachfolgenden Gleichungen nicht explizit ausge-
schrieben, jedoch implizit berücksichtigt. Die mittlere
quadratische Übertragungsadmittanz der Rechteckplatte
ist in Abbildung 3 über der Frequenz dargestellt. Die
Schrittweite der Frequenz f wird in Abhängigkeit vom
Verlustfaktor η gemäß [6] festgelegt. Dadurch ergibt
sich eine geringe Frequenzschrittweite im Bereich der
Eigenfrequenzen und eine größere Schrittweite zwischen
den Eigenfrequenzen. Die Lage der ersten Eigenfrequenz
f1,1 ist beispielhaft in Abbildung 3 eingezeichnet.
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Abbildung 3: mittlere quadratische Übertragungsadmittanz
des Grundentwurfs über der Frequenz
(re 6.25 · 10−6 m4/(Ns)2)

In diesem Beitrag werden Länge, Breite und Dicke der
Rechteckplatte als Parameter in das Modellgesetz auf-
genommen, wobei Länge und Breite stets mit demsel-
ben Maßstabfaktor φl skaliert werden. Folglich ergibt sich
gemäß Gleichung (1) für das sensitivitätsbasierte Modell-
gesetz der Eigenfrequenzen

f
(r)
m,n

f
(p)
m,n

= φ
αl,f

l φ
αh,f

h (8)

und für das sensitivitätsbasierte Modellgesetz der mitt-
leren quadratischen Übertragungsadmittanz

Sh
2 (r)
T

Sh
2 (p)
T

= φ
αl,Sh

l φ
αh,Sh

h . (9)

Ausgehend vom Grundentwurf der Rechteckplatte wird
eine Sensitivitätsanalyse durchgeführt, bei der Länge und
Breite gemeinsam sowie die Dicke der Rechteckplatte
jeweils um ±2 % variiert werden. Der Ort der Kraft-
anregung (x0, y0) bleibt konstant bezogen auf die Ab-
messungen der Rechteckplatte (siehe Tabelle 1). Aus
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der Änderung der Eigenfrequenzen und der mittle-
ren quadratischen Übertragungsadmittanz ergeben sich
die Sensitivitäten und damit die Exponenten der sen-
sitivitätsbasierten Modellgesetze gemäß Gleichung (4).
Durch Einsetzen der Exponenten in die Gleichungen (8)
und (9) folgt für das sensitivitätsbasierte Modellgesetz
der Eigenfrequenzen

f
(r)
m,n

f
(p)
m,n

= φ−2l φ1h (10)

und für das sensitivitätsbasierte Modellgesetz der mitt-
leren quadratischen Übertragungsadmittanz

Sh
2 (r)
T

Sh
2 (p)
T

= φ2l φ
−4
h . (11)

Die sensitivitätsbasierten Modellgesetze in den Gleichun-
gen (10) und (11) stimmen mit den Modellgesetzen auf
Basis der Ähnlichkeitstheorie überein, vgl. [3, 5].

Anwendung der sensitivitätsbasierten Mo-
dellgesetze

Im nächsten Schritt wird überprüft, wie gut die sensiti-
vitätsbasierten Modellgesetze die Zielfunktionen beliebi-
ger Folgeentwürfe approximieren. Dazu werden aus dem
Grundentwurf der Rechteckplatte die Folgeentwürfe r1,
r2 und r3 gemäß Tabelle 2 exemplarisch abgeleitet. Die
Zielfunktionen dieser Folgeentwürfe werden zum einen di-
rekt mit den Gleichungen (6) und (7) berechnet. Zum
anderen werden die sensitivitätsbasierten Modellgesetze
gemäß den Gleichungen (10) und (11) verwendet, um die
Zielfunktionen der Folgeentwürfe aus den bekannten Ziel-
funktionen des Grundentwurfs zu ermitteln.

Tabelle 2: Maßstabsfaktoren der untersuchten Folgeentwürfe

ri φ
(ri)
l φ

(ri)
h a(ri) in mm b(ri) in mm h(ri) in mm

r1 0,3 1,0 261,0 186,0 5,0
r2 1,0 3,0 870,0 620,0 15,0
r3 3,0 3,0 2610,0 1860,0 15,0

Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 4 bis 6 dar-
gestellt. Es zeigt sich, dass die sensitivitätsbasierten
Modellgesetze die berechneten Zielfunktionen sehr gut
approximieren. Bei den Folgeentwürfen kommt es zu
einer Verschiebung der Eigenfrequenzen, die durch das
sensitivitätsbasierte Modellgesetz nach Gleichung (10)
ausgedrückt werden kann. Beispielsweise ergibt sich
durch Einsetzen der Maßstabsfaktoren des Folgeent-
wurfs r1 eine Frequenzverschiebung um den Faktor 11,11
zwischen Grundentwurf und Folgeentwurf r1. Die erste
Eigenfrequenz des Folgeentwurfs ergibt sich demnach

zu f
(r1)
1,1 = 11, 11 · f (p)1,1 = 11, 11 · 47, 2 Hz = 524, 8 Hz,

was durch Vergleich der Abbildungen 3 und 4 bestätigt
werden kann. Neben der Frequenz ändert sich bei
den Folgeentwürfen auch der Pegel der mittleren
quadratischen Übertragungsadmittanz. Durch Einset-
zen der Maßstabsfaktoren in das sensitivitätsbasierte

Modellgesetz in Gleichung (11) kann die Auswirkung
der Parameteränderung auf die mittlere quadratische
Übertragungsadmittanz abgeschätzt werden. Beispiels-
weise ergibt sich durch Einsetzen der Maßstabsfaktoren
für den Folgeentwurf r3 eine Änderung der mittleren qua-
dratischen Übertragungsadmittanz um den Faktor 1/9,
was einer Pegeländerung von 20 lg (1/9) dB = −19 dB
entspricht. Der Pegel bei der ersten Eigenfrequenz des
Grundentwurfs beträgt ca. 20 dB, wohingegen der Pegel
bei der ersten Eigenfrequenz des Folgeentwurfs r3 ca.
1 dB beträgt, wie den Abbildungen 3 und 6 entnommen
werden kann.
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Abbildung 4: mittlere quadratische Übertragungsadmittanz
des Folgeentwurfs r1 über der Frequenz
(re 6.25 · 10−6 m4/(Ns)2)
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Abbildung 5: mittlere quadratische Übertragungsadmittanz
des Folgeentwurfs r2 über der Frequenz
(re 6.25 · 10−6 m4/(Ns)2)

Ein wesentlicher Grund für die sehr gute Über-
einstimmung zwischen der direkten Berechnung und der
Approximation durch die sensitivitätsbasierten Modell-
gesetze ist, dass der Kraftangriffspunkt relativ zu den
Abmessungen der Rechteckplatte unverändert bleibt (sie-
he Tabelle 1). Dadurch sind die sich ausbildenden Be-
triebsschwingformen von Grundentwurf und den Folge-
entwürfen ähnlich.

Schlussfolgerung

Die in diesem Beitrag vorgestellte Methodik kann
zur Herleitung von Modellgesetzen mittels Sensiti-
vitätsanalyse verwendet werden. Über das Modellgesetz
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Abbildung 6: mittlere quadratische Übertragungsadmittanz
des Folgeentwurfs r3 über der Frequenz
(re 6.25 · 10−6 m4/(Ns)2)

können Auswirkungen von Parameteränderung an einer
schwingenden Struktur auf eine akustische Zielfunktion
ermittelt werden. Der gewählte Modellansatz führt auf
dieselben Modellgesetze wie die aus der Literatur bekann-
ten Modellgesetze, die mittels Ähnlichkeitstheorie für
eine gelenkig gelagerte Rechteckplatte hergeleitet wer-
den. Im Gegensatz zur üblichen Vorgehensweise auf Ba-
sis der Ähnlichkeitstheorie bietet die Herleitung von Mo-
dellgesetzen mittels Sensitivitätsanalyse den Vorteil, dass
keine analytischen Bewegungsgleichungen des betrachte-
ten Systems benötigt werden. Daher kann die Methodik
beispielsweise auch im Rahmen von FE-Berechnungen
eingesetzt werden, um Modellgesetze zu gewinnen. In
zukünftigen Forschungsarbeiten wird die Herleitung von
Modellgesetzen aus FE-Berechnungen näher untersucht.
Dadurch lassen sich auch Modellgesetze für Struktu-
ren mit komplexerer Geometrie gewinnen, für die kei-
ne analytischen Bewegungsgleichungen existieren. Wei-
terhin werden zukünftig weitere Parameter in die Modell-
gesetze aufgenommen, um beispielsweise auch die Aus-
wirkung einer örtlichen Verschiebung der Anregungskraft
beschreiben zu können. Mit Hilfe der Modellgesetze lässt
sich im nächsten Schritt eine akustische Zielfunktion ge-
zielt beeinflussen (Design to Acoustics), um beispielswei-
se die akustischen Eigenschaften eines Produkts zu ver-
bessern.
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