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Einleitung

Das Bestimmen einer geeigneten geometrischen Anord-
nung sowie einer geeigneten elektronischen Ansteuerung
fiir Line Source Arrays (LSAs), die heutzutage typischer-
weise fiir GroBlbeschallungsaufgaben eingesetzt werden,
ist im mathematischen Sinne ein schlecht gestelltes, in-
verses Problem. In der Praxis werden die benttigten Fil-
terkoeffizienten entweder manuell durch erfahrene Be-
nutzer in einem zeitaufwendigen Prozess oder durch nu-
merische Optimierungsverfahren im Frequenzbereich be-
stimmt [1-4]. Die verwendeten Algorithmen und ihre Pa-
rametrisierung sind kaum 6ffentlich zugénglich dokumen-
tiert und typischerweise herstellerabhéngig.

Der in diesem Beitrag verwendete adjungierten-
basierte Ansatz ist eine alternative Herangehensweise.
Abhéngig von einer Zielfunktion - definiert durch ein
Zielschallfeld - erlaubt die Methode die Optimierung von
Quellen in Zeit und Raum. Das Verfahren beruht auf den
adjungierten Euler-Gleichungen. Sowohl die optimalen
Positionen der Schallquellen als auch die optimalen Trei-
berfunktionen zum Generieren eines gewiinschten Schall-
feldes konnen bestimmt werden. Zudem lassen sich mit
der adjungierten-basierten Methode Grundstrémungen
berticksichtigen. Auch fiir nicht-glatte Quellenanordnun-
gen lassen sich Losungen finden. An den Grenzen des
untersuchten Gebietes konnen verschiedene Randbedin-
gungen behandelt werden.

In diesem Beitrag werden die Grundlagen der
adjungierten-basierten Methode zum Generieren von
Schallfeldern sowie ein Beispiel zur Validierung vorge-
stellt.

Adjungierten-Methode

In der Stromungsmechanik hat sich der Einsatz von ad-
jungierten Verfahren als erfolgreicher Losungsweg zur Be-
stimmung von einer Vielzahl von Modellparametern her-
ausgestellt [5]. Eine Ubertragung auf die Akustik ist na-
heliegend, da die iiblicherweise verwendeten adjungierten
kompressiblen Euler- bzw. Navier-Stokes-Gleichungen [6,
7] die Akustik, sowohl fiir eine ruhende Umgebung als
auch eine Grundstromung, beinhalten. Im Gegensatz zu
den im Beschallungsbereich typischen Verfahren im Fre-
quenzbereich, die auf einer Integraldarstellung der homo-
genen Wellengleichung fiir diskrete Quellenverteilungen
beruhen, handelt es sich hier um eine allgemeinere Dar-
stellung der Wellenausbreitung im Zeitbereich.

Adjungierte allgemein

Es wird, angelehnt an die Beschreibung in [5], ein Sys-
tem betrachtet, welches die zeitliche Schallausbreitung in
einem endlichen Volumen beschreibt:

Ag=f. (1)

Dabei definiert A die beschreibende Systemgleichung, g
den Systemzustand und f die Quellen im System. Ge-
sucht ist eine optimale Ansteuerung der Quellen f, um
einen gewiinschten Systemzustand (ge) unter den be-
schreibenden Gleichungen A zu erzeugen. Das Optimum
leitet sich aus einem integralen Maf3 J (Zielfunktional)
mit

J=9"q (2)
ab, welches als Produkt von Systemzustand ¢ und einem
noch zu bestimmenden Gewicht g definiert ist. Die Sen-
sitivitdt der Quellen f auf das Zielfunktional ldsst sich
mit Hilfe der adjungierten Gleichung

Alq* =g, (3)
mit ¢* als adjungierter Variable einfach berechnen, da
J=g"¢= AT ) u=v"A9=q"f  (4)

gilt. Die adjungierte Variable enthélt demnach Infor-
mationen, welchen Einfluss die Aktuatoren f auf das
Zielfunktional J haben bzw. wie f zu &dndern ist. Der
Adjungierten-Ansatz kann daher direkt zu einer Losung
fiir die optimale Anregung bei der Schallfeldgenerierung
fiihren.

Die numerisch diskrete Variante von (3) kann auf
unterschiedliche Weise hergeleitet werden. Im diskre-
ten Ansatz wird die beschreibende Differentialgleichung
zunéchst diskretisiert. Der resultierende Operator wird
dann transponiert und zur Losung der adjungierten Glei-
chung verwendet. Im kontinuierlichen Ansatz werden
die beschreibenden Gleichungen zunéchst linearisiert und
dann zur analytischen Herleitung der adjungierten Glei-
chungen genutzt. Diese werden im Anschluss diskretisiert
und zur Losung verwendet. Wir folgen hier dem kontinu-
ierlichen Ansatz.

Adjungierte zur Schallfeldsynthese

Entsprechend der angestrebten Anwendung, der Schall-
feldsynthese im Zeitbereich, wird das Zielfunktional J in
Raum und Zeit dQ) = dx;dt definiert:

7=1 / / (4 — o) 2. (5)
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Die Grofle ¢ enthélt alle zur Systembeschreibung notwen-
digen Variablen mit ¢ = [g, u;, p]. Dabei bezeichnet g die
Dichte, u; die Geschwindigkeit in Richtung z; und p den
Druck, der hier allein ausgewertet werden soll, also

=5 [[ o= pas? e (6)

Im Sinne der Schallfelderzeugung ist ein Minimum von J
optimal, wobei p,;e1 noch geeignet zu definieren ist.

Das Minimum soll unter einer Nebenbedingung er-
reicht werden, der Giiltigkeit der Euler-Gleichungen. Es
wird dazu das folgende System eingefiihrt, analog zu (1):

N(@g=f (7)

mit N als beschreibenden Operator fiir die Euler-
Gleichungen:

at(9)+a$i (Qui> = fo (8)
B (uy) + s, <uj>+§amj 0 = fu, ()
_r_ WPy o -t
o (1) +on (M) vt ) = £y (10

Die Terme f = [f,, fu;, fp] auf der rechten Seite der
Gleichungen reprisentieren Quellen fiir Masse, Impuls
und Energie. Uber sie lisst sich die Losung des Sys-
tems beeinflussen. Durch optimale Anpassung von f
soll eine Losung der Euler-Gleichungen bestimmt wer-
den, die moglichst gut mit dem Optimierungsziel pyicl
iibereinstimmt.

Die Quellen f lassen sich als Schallquellen beziehungs-
weise Lautsprecher interpretieren. Reine Monopolquellen
lassen sich allein durch Energiequellen f, beschreiben.
Direktivitdten lassen sich iiber die Impulsterme f,; mit-
einbeziehen. Eine Optimierung von f entspricht damit ei-
ner Optimierung der Ausgangssignale der Lautsprecher.

Um den zuvor beschriebenen Adjungierten-Ansatz zur
Optimierung von f anwenden zu konnen, ist es notwen-
dig das beschreibende System und das Zielfunktional zu
linearisieren. Es ergeben sich

Nindg=90f (11)
und
57 = // (b — puiet) GpdQ, (12)
—_———
=g

mit dem nun definierten Gewicht g = (p—pyie1). Die Kom-
bination von linearisiertem System und Zielfunktional in
Lagrange-Art liefert

6J = g%6q—q*" (Nindq — 0f) (13)
————
=0
= ¢ 5f+0q" (9 NLaY). (14)

Die adjungierte Gleichung N* = Ng;] ergibt sich aus der
Forderung
9= Ning" =0, (15)

mit ¢* = [0*, u}, p*], analog zu (3). Zur detaillierten Her-
leitung der adjungierten Euler-Gleichungen wird auf |8,
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S. 19] verwiesen. Die Anderung des Zielfunktionals ist
gegeben als

6J =q*Téf. (16)
Die Losung der adjungierten Gleichung lésst sich als Gra-
dient fiir die Quellterme [ interpretieren

VfJ = q*. (17)

Iteratives Vorgehen

Er wird verwendet, um eine initiale Quellenverteilung f°
in Raum und Zeit optimal anzupassen. Zunéchst wer-
den die Euler-Gleichungen mit fO vorwirts in der Zeit
gelost. Im Anschluss werden die adjungierten Gleichun-
gen riickwiérts in der Zeit unter Verwendung der direkten
Losung und der Gewichtungsfunktion g gelost. Basierend
auf der adjungierten Losung wird der Gradient V¢J be-
stimmt und zum Aktualisieren der Quellenverteilung f™
verwendet:

=" avid, (18)

wobei « eine geeignete Schrittweite und n die Iterations-
nummer beschreibt. Der Gradient wird fiir das gesamte
Rechengebiet und die gesamte Simulationszeit bestimmt,
aber nur dort ausgewertet wo erwiinscht, etwa an vorge-
gebenen Lautsprecher- beziehungsweise Quellenpositio-
nen. Das Prozedere wird mit dem aktuellen f™ wieder-
holt, bis Konvergenz im Zielfunktional erreicht ist, siehe
Abb. 1 zur Ubersicht.
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Abbildung 1: Adjungierten-basierte Methode zum Finden
einer optimalen Ansteuerung f. Rechenzeitaufwendige Schrit-
te sind grau markiert.

Validierung

Zur Validierung, ob die adjungierten-basierte Methode
grundsétzlich zum Finden einer geeigneten Ansteuerung
von LSA-Lautsprechern eingesetzt werden kann, werden
fiir ein zwei-dimensionales Setup mit zwei Quellen
optimale Anregungssignale gesucht. Die Quellen werden
dazu als Lautsprecher interpretiert. Zwischen den Laut-
sprechern wird ein Abstand von 0.1 m angesetzt und es
werden Monopol-Abstrahleigenschaften angenommen.
Es wird ein Gebiet von 1 m x 1 m betrachtet, siche
Abb. 2.

Mit Hilfe des Complex-Directivity-Point-Source-
(CDPS)-Modells, das iiblicherweise fiir die Schallfeld-
pradiktion von LSAs verwendet wird [9, Gl. (5)], [1,
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Abbildung 2: Validierungs-Setup: Das Gebiet, in dem das
Zielfunktional ausgewertet werden soll, ist durch das Recht-
eck markiert. Die Lautsprecher S1 und S2 sind durch Punkte
gekennzeichnet.

Gl. (3-5)], [10, Abs. 1.1], [11, GL (11)], [12, Gl. (2)], wird
im Frequenzbereich fiir eine festgelegte elektronische An-
steuerung der Lautsprecher zunichst das Zielschallfeld
Dziel berechnet und in den Zeitraum transformiert. Beide
Lautsprecher werden mit einem Sinussignal von 2 kHz
mit einem Phasenversatz von zwei Samples angesteuert.
Ziel ist es, mit der adjungierten-basierten Methode die
gewihlte Ansteuerung allein auf Grundlage des berech-
neten Schallfelds wiederzufinden. Das Zielschallfeld wird
fiir einen ausgewéhlten Zeitpunkt in Abb. 3 dargestellt.
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o

Abbildung 3: Zielschallfeld in der x1xz2-Ebene fiir einen aus-
gewéhlten Zeitpunkt.

In der Folge wird die adjungierte Losung berechnet.
Die Berechnung erfolgt riickwérts in der Zeit. Die
adjungierte Losung p* wird in Abb. 4 fiir den schon
zuvor betrachteten Zeitpunkt dargestellt. Die adjun-
gierte Losung enthélt Informationen iiber die optimale
Ansteuerung und Positionierung der Quellen.

Uber die betragsweise Summation der Sensitivititen
lassen sich diejenigen Positionen bestimmen, welche
einen moglichst groflen Einfluss auf das Zielfunktional
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Abbildung 4: Adjungierte Losung p* in der z1z2-Ebene fiir
einen ausgewéhlten Zeitpunkt.

haben:

n=end

i= Y ldl, (19)

tn:O

siehe [13]. Fiir den Fall von f = 0 erlaubt ¢, kompo-
nentenweise ausgewertet, eine optimale Anordnung der
Quellen. Das Ergebnis fiir p ist in Abb. 5 dargestellt.
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Abbildung 5: Sensitivitit p. Die Verteilung erlaubt
Riickschliisse auf die optimalen Lautsprecherpositionen.

Da in diesem Validierungsbeispiel die Orte der Quel-
len bekannt sind, wird die adjungierte Losung lediglich
an den Lautsprecherpositionen ausgewertet. In Abb. 6
ist erkennbar, dass zwei Sinussignale mit einer Frequenz
von 2 kHz gefunden werden. Diese weisen das vorher
festgelegte Amplitudenverhéltnis von 2 zu 1 auf. Das
Anregungssignal fiir Lautsprecher 1 ist, wie eingestellt,
um 2 Abtastwerte gegeniiber dem von Lautsprecher 2
verzogert.

Bis auf die genaue Amplitude konnte das gesuch-
te Ansteuerungssignal durch einmalige Berechnung der
Adjungierten bestimmt werden. Fiir komplexere Setups
ist ein iteratives Vorgehen notwendig, sieche Abb. 1. Im
Fall einer multi-frequenten Anregung und fiir das Ein-
beziehen spezifischer Lautsprechereigenschaften wére an-
schlieflend eine Entfaltung im Frequenzbereich notwen-
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Abbildung 6: Normierte adjungierte Sensitivitit |p*| fir fp
an den vorgegeben Quellenpositionen.

dig, siehe Abb. 7.
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Abbildung 7: Arbeitsablauf zum Validieren beziehungsweise
Bestimmen optimaler Treiberfunktionen mit der vorgeschla-
genen Methode.

Zusammenfassung

In diesem Beitrag wurde das Adjungierten-Verfahren als
alternative Methode im Zeitbereich zum Finden einer
geeigneten Ansteuerung von Line-Array-Lautsprechern
prasentiert. Ein grundlegendes zwei-dimensionales Va-
lidierungsbeispiel diente dazu, die prinzipielle Eignung
des Verfahrens fiir das Bestimmen der Ansteuerung zu
demonstrieren. Es bietet ebenfalls Informationen iiber
eine passende Lautsprecheranordnung. Die Losung der
adjungierten-basierten Methode ist unabhéngig von der
Anzahl der Lautsprecher und ihrer Anordnung.

Mit dem vorgestellten Ansatz kann prinzipiell eine
Grundstromung beriicksichtigt werden, um z. B. den Ein-
fluss von Wind auf eine Beschallungssituation zu be-
schreiben. An den Grenzen des untersuchten Gebietes
konnen verschiedene Randbedingungen beriicksichtigt
werden.
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