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Einleitung

Die
”
hydrodynamic/acoustic splitting“ (HAS)-Ansätze

sind eine Klasse von Simulationsverfahren in der numeri-
schen Strömungsakustik (CAA). Strömungsmechanische
und akustische Berechnungen sind im Sinne eines hybri-
den Verfahrens in zwei aufeinander folgende Schritte ge-
trennt. Als hervorstehendes Merkmal basieren HAS-Me-
thoden auf einer inkompressiblen Strömungssimulation
(CFD), die akustischen Modellierungsgrößen sind kom-
pressible Störungen. Zeitliche Ableitungen des Druckes
sind die primären Quellterme für die Akustik. Die Ein-
ordnung als HAS-Methode wird hier sehr weit gefasst
und an der Variablenauftrennung und dem resultieren-
den Quellterm festgemacht.

In diesem Beitrag werden mit dem
”
Expansion about In-

compressible Flow“ (EIF, [1] bzw. [2]), der zweiten Vari-
ante der

”
Acoustic Perturbation Equations“ (APE bzw.

APE2, [3]) und den
”
Linearized Perturbed Compressi-

ble Equations“ (LPCE, [4]) drei ausgesuchte Methoden
betrachtet. Dabei ist es hier nicht möglich, die Verfah-
rensklasse umfassend zu analysieren, es sollen aber ei-
nige aus Sicht der Autoren besonders wichtige Aspekte
in kompakter Form aufgezeigt werden. Dieses sind die
für alle Verfahren gleichermaßen geltende Betrachtung
des Interpolationsgebietes, ein Vergleich der Methoden
bezüglich ihrer Behandlung von Wirbelmoden inklusive
daraus entstehender Probleme und Chancen sowie eine
Analyse der numerischen Effizienz der drei Beispielver-
fahren für eine explizite Zeitintegration.

Hydrodynamic/acoustic splitting

Die HAS-Ansätze heben sich insbesondere durch ihre
Spezialisierung auf niedrige Mach-Zahlen (M) hervor.
Die in diesem Fall besonders große Disparität der Energie
in Akustik- und Strömungsanteilen erschwert Berechnun-
gen mit anderen Verfahren oft. Bei dem HAS treten so
gut wie keine hydrodynamischen Anteile im Akustiksi-
gnal auf, weshalb die Akustiksimulation unabhängig von
der Mach-Zahl frei von Energiedisparitäten ist. Metho-
den, die auf dem HAS basieren, nutzen eine von ande-
ren Verfahren abgrenzbare Auftrennung der physikali-
schen Größen. Hier wird die Klassifizierung weit gefasst
und berücksichtigt alle Verfahren, deren Variablenauf-
trennung weitestgehend an der Definition

u = uic + uac ρ = ρic + ρac p = pic + pac (1)

orientiert sind, wobei (...)
ic

inkompressible, hydrody-
namische Anteile bezeichnet und (...)

ac
kompressible,

akustische Schwankungen sind. Durch die spezielle Va-

riablenauftrennung werden im gesamten Simulationsge-
biet fast ausschließlich akustische Moden berechnet. Dies
erhöht die Aussagekraft von Ergebnissen im Nahfeld, da
die mit Schallgeschwindigkeit ausbreitungsfähigen An-
teile von den Strömungsanteilen unterschieden werden
können.

Alle HAS-Methoden werden durch Einsetzen der Va-
riablenauftrennung in die kompressiblen Strömungsglei-
chungen hergeleitet. Durch verschiedenartige Modifika-
tionen und Annahmen ergeben sich jeweils zwei Sätze von
partiellen Differentialgleichungen, welche schwach gekop-
pelt sind. Die hydrodynamischen Anteile werden durch
die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen mit Mas-
senerhaltung beschrieben. Die Akustiksimulation wird
auf Basis der CFD-Ergebnisse durchgeführt und soll in
diesem Beitrag anhand dreier häufig verwendeter HAS-
Verfahren betrachtet werden. Diese werden im Folgenden
mit ihren jeweiligen akustischen Differentialgleichungssy-
stemen kurz vorgestellt.

Expansion about Incompressible Flow

Der EIF ist die älteste HAS-Methode und wurde von
Hardin und Pope [1] vorgestellt und von Shen und Sø-
rensen [2] modifiziert. Durch Einsetzen der Auftrennung
aus Gleichung (1) in die kompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen ergibt sich das akustische Gleichungssystem

∂ρac

∂t
+∇ · f = 0 (2)

∂pac

∂t
− c2 ∂ρ

ac

∂t
= −∂p

ic

∂t
(3)

∂f

∂t
+∇·

[(
uac+uic

)
⊗f + ρ0u

ac⊗uic
]

+∇pac = 0, (4)

wobei f = ρuac + ρacuic zur verkürzten Schreibweise
eingeführt wurde, c die Schallgeschwindigkeit ist und ⊗
ein dyadisches Produkt anzeigt. Zur Schließung des Glei-
chungssystems wird die Isentropenbeziehung p

′
= c2ρ

′

genutzt, wobei alle Schwankungsanteile (inklusive der
Strömungsanteile) als isentrop angenommen werden. Der
EIF beinhaltet über die Annahme nichtviskoser Akustik
und isentroper Strömung hinaus keine Vernachlässigung
oder Vereinfachung von Termen. Damit kann auch Bre-
chung an Scherschichten und der Einfluss von Konvekti-
on durch instationäre Strömungsgeschwindigkeit unein-
geschränkt dargestellt werden.

Zweite Variante der APE

Die APE2 ist eine für inkompressible Strömung aus-
gelegte Variante der APE von Ewert und Schröder [3]
und beruhen auf einer Quellenfilterung. Die Filterung
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schließt das Entstehen nicht-akustischer Moden, insbe-
sondere der Wirbelmoden, aus und verspricht daher ver-
besserte Stabilität. Die Variablenauftrennung erfolgt ge-
ringfügig abweichend von Gleichung (1), kann aber für
kleine Mach-Zahlen auf eine fast identische Form ge-
bracht werden. Zusätzlich wird nur eine zeitlich gemit-
telte Strömungsgeschwindigkeit u eingeführt. Das aku-
stische Gleichungssystem ergibt sich zu

∂ρac

∂t
+∇ ·

(
ρacu + ρicuac

)
= 0 (5)

∂pac

∂t
− c2 ∂ρ

ac

∂t
= −∂p

ic

∂t
(6)

∂uac

∂t
+∇

(
u · uac +

pac

ρic

)
= 0. (7)

Zur Schließung des Gleichungssystems wird dieselbe Isen-
tropenbeziehung genutzt wie beim EIF. In der vollständi-
gen Formulierung beinhaltet das Gleichungssystem wei-
tere Quellterme, die aufwendig durch das Lösen einer
(bzw. mehrerer) Poisson-Gleichungen berechnet werden
müssen. Nach [3] sind die Terme für kleine Mach-Zahlen
jedoch vernachlässigbar, was hier ausgenutzt wird. Viele
der im Folgenden getätigten Aussagen treffen nur für die
vereinfachte Variante zu.

Linearized Perturbed Compressible Equations

Die LPCE wurden von Seo und Moon [4] hergeleitet.
Dabei werden Terme vernachlässigt, die Wirbelmoden
anregen könnten, und mit ähnlichem Ergebnis wie bei
der APE2 eine verbesserte Stabilität erwartet. Insgesamt
sind sich beide Methoden sehr ähnlich und stehen in ihren
Eigenschaften dem EIF gegenüber. Zentrales Unterschei-
dungsmerkmal zur APE2 in der präsentierten Form sind
zum einen die Berücksichtigung auch transienter Anteile
der Strömungsgeschwindigkeit und zum anderen die Ver-
wendung einer kompressiblen Energiegleichung anstelle
der Isentropenbeziehung zur Schließung des akustischen
Gleichungssystems, welches sich zu

∂ρac

∂t
+
(
uic · ∇

)
ρac + ρic (∇ · uac) = 0 (8)
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∂t
+
(
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)
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γ (uac · ∇) pic = −Dp
ic
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(9)
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ρic

)
= 0 (10)

ergibt, wobei γ der Isentropenexponent ist und D/Dt
eine substantielle Ableitung darstellt.

Ergebnisse

Als Beispielfall dient ein für Turbomaschinenlärm ent-
wickelter Benchmark von Jacob et al. [5], der die Um-
strömung eines Zylinders beschreibt, in dessen Nach-
lauf sich ein NACA-0012 Flügelprofil befindet (ab hier
Zylinder-Naca-Fall genannt). Die Strömung wurde mit-
tels Large Eddy Simulation eines Ausschnittes in Spann-
weitenrichtung betrachtet. Auch die Akustik wird in die-
sem Ausschnitt dreidimensional gelöst, spiegelt damit

jedoch keinen realen Fall direkt wieder, da die wah-
re Schallabstrahlung durch in Spannweitenrichtung au-
ßer Phase befindliche Strömungsstrukturen beeinflusst
wird. Eine Umrechnung auf ein zur Realität äquivalentes
Ergebnis durch Pegelkorrektur ist möglich, jedoch an-
spruchsvoll und mit erheblichen Unsicherheiten verbun-
den. Da hier nur prinzipielle Phänomene gezeigt wer-
den sollen, ist der fehlende Bezug zum Experiment nicht
entscheidend. Der Fall ist in Abbildung 1 skizziert und
wurde gewählt, da er Anwendungsrelevanz besitzt, als
Umströmungsfall mit intensiven Scherschichten beson-
ders anfällig für die Entwicklung von Wirbelmoden ist
und mit M = 0,21 eine für die HAS-Ansätze recht hohe
Mach-Zahl aufweist. Beide letztgenannten Eigenschaften
sind interessant, da die Unterdrückung von Wirbelmoden
in APE2 und LPCE unter diesen Voraussetzungen erheb-
lichen Einfluss haben kann (siehe Abschnitt zu Wirbelm-
oden).

Abbildung 1: Skizze des Zylinder-Naca-Falls mit Akustik.

Quellterm und Interpolationsgebiet

Der dominante Quellterm aller HAS-Methoden ist eine
zeitliche Ableitung des hydrodynamischen Drucks. Damit
unterscheiden sie sich deutlich von anderen Ansätzen.

Ein Nachteil des Zeitableitungs-Quellterms ist seine An-
fälligkeit für unphysikalische Fluktuationen des Strö-
mungsdruckes, welche bei Simulationen basierend auf
den inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen oft nicht
auszuschließen sind. Dieses Problem soll hier erwähnt
aber nicht näher analysiert werden. Einer der Vortei-
le zeitlicher Ableitungen als Quellterm sind die typisch
großen Längenskalen des Quellfeldes. Ein Weg der Er-
klärung hierfür ist, dass eine zeitliche Ableitung im Ge-
gensatz zu örtlichen Ableitungen keine Hochpassfilte-
rung im Wellenzahlbereich darstellt. Abbildung 2 zeigt
beispielhaft Quellterme für den EIF (oben) und, als
Repräsentant aus einer anderen Methodenklasse, die
Lighthill-Analogie (unten) im Zylinder-Naca-Fall. Es ist
zu erkennen, dass der EIF-Quellterm deutlich größere
Strukturen beinhaltet als der auf örtlichen Ableitungen
basierende Lighthill-Quellterm. Daraus ergibt sich die
Möglichkeit, im Quellgebiet eine gröbere Diskretisierung
zu wählen und eventuell Zeitschritte zu vergrößern.

Die großen Längenskalen des Quellterms können auch
Nachteile bringen. Dazu muss verstanden werden, dass
die Strömungslösung immer nur im CFD-Gebiet bekannt
ist und nur in diesem auf das Akustiknetz interpoliert
werden kann. In vielen Fällen ist es sogar sinnvoll, einen
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Abbildung 2: Quellterme für EIF (oben) und Lighthill-
Analogie (unten) im Zylinder-Naca-Fall. Die Maximalwerte
der Farbskala (blau=niedrig, rot=hoch) sind jeweils auf 1%
der globalen Extrema festgelegt.

noch kleineren Bereich zur Interpolation zu nutzen, da
am Rand der CFD häufig stabile, aber unphysikalische
Randbedingungen für den Druck verwendet werden, wel-
che zu entsprechend falschen HAS-Quelltermen führen.
Wenn die Längenskalen des Quellterms die Größe des In-
terpolationsgebietes erreichen, entstehen Probleme. Of-
fensichtlich ist zunächst die Diskontinuität des Quell-
terms, deren Beseitigung (z.B. durch Fensterung) für gu-
te Ergebnisqualität jedoch oft nicht ausreicht. Dies gilt,
wenn relevante Quellanteile bis über die Grenzen des
CFD-Gebietes hinausgehen (z.B. im Zylinder-Naca-Fall).
Anders ausgedrückt deckt die typische Größe von CFD-
Gebieten (abzüglich problematischer Bereiche am Rand)
oft nicht das gesamte für HAS-Methoden relevante Quell-
gebiet ab. Eine Vergrößerung des CFD-Gebietes wäre
nötig, ist aus Effizienzgründen aber zu vermeiden. Die
Autoren nutzen daher ein selbst entwickeltes Verfahren
zur Abschätzung von Druckfeldern außerhalb des CFD-
Bereiches. Dieses basiert auf der Lösung einer Vereinfa-
chung der in der CFD oft verwendeten Poisson-Gleichung
für den Druck. Das Verfahren zeigt sehr gute Ergebnisse
[6], soll hier jedoch nicht im Fokus stehen.

Abbildung 3 zeigt am Zylinder-Naca-Fall den Einfluss
der Größe des Interpolationsgebietes ohne Behandlung
der Diskontinuität. Alle Ergebnisse beruhen auf der glei-
chen CFD-Rechnung, nutzen aber jeweils nur Teile des
CFD-Gebietes für die Interpolation auf das Akustik-
netz. Es ist zu erkennen, dass keine der Lösungen di-
rekt als korrekt identifizierbar ist. Weiterhin treten bei
h = 50d besonders stark gestörte Ergebnisse auf, da
bis zur CFD-Randbedingung interpoliert wird. Nach Er-
fahrung der Autoren ist das Abschneiden des Quell-
gebietes eines der größten Probleme bei der Anwen-
dung der HAS-Methoden. Assoziierte Fehler sind teils
leicht zu übersehen. Quellfelder mit besonders großen
Längenskalen und entsprechende Schwierigkeiten treten
bei Strömungen mit großskaligen Instabilitäten auf, wie
der hier betrachtete Zylinder-Naca-Fall beispielhaft zeigt.

Wirbelmoden

Das bei der Herleitung des HAS zunächst entstehende
Gleichungssystem beinhaltet außer akustischen Longi-
tudinalwellen auch Wirbel- und Entropiemoden. Beide
Anteile bewegen sich mit Strömungsgeschwindigkeit und

Abbildung 3: Richtcharakteristik des Schalldruckpegels bei
r = 0,6m und der primären Abstrahlfrequenz mit der APE2
im Zylinder-Naca-Fall. Ergebnisse für verschiedene rechtecki-
ge Interpolationsgebiete mit Höhe h und Breite b als Vielfache
des Zylinderdurchmessers d.

sind für akustische Ergebnisse irrelevant. Insbesondere
Wirbelmoden können problematisch sein, da eine kor-
rekte physikalische Abbildung extrem aufwendig ist, bei
inkorrekter Abbildung aber Instabilitäten drohen [4]. In
APE2 (hier verwendete Form) und LPCE wird durch un-
terschiedliche Maßnahmen die Entstehung von Wirbelm-
oden im akustischen Gleichungssystem ausgeschlossen. In
beiden Fällen ist das Ergebnis, dass Terme, welche Wir-
belmoden anregen können, vernachlässigt werden, was
nach [3, 4] für die Berechnung akustischer Moden erst
bei wachsender Mach-Zahl zu Fehlern führt.

Wirbelmoden im akustischen Gleichungssystem entste-
hen in erster Linie in Scherschichten. Daher ist die Um-
strömung von Körpern besonders anfällig für assoziierte
Fehler [4] und der betrachtete Zylinder-Naca-Fall gut für
die Analyse entsprechender Phänomene geeignet. Abbil-
dung 4 zeigt, dass sich im Zylinder-Naca-Fall mit dem
EIF deutlich schneller Wirbelanteile im akustischen Er-
gebnis ausbilden, diese jedoch in diesem Fall nicht insta-
bil werden. In leicht abgewandelten Fällen wurden jedoch
auch Instabilitäten beobachtet. Wirbelanteile in APE2
und LPCE sind als numerische Fehler anzusehen.

Ein Problem bei der Vernachlässigung der Wirbelmoden
auslösenden Terme ist, dass diese auch andere Effekte
(z.B. Brechungseffekte an Scherschichten [7]) beinhal-
ten können. Da die Vernachlässigung der Wirbelterme
weiterhin insbesondere für kleine Mach-Zahlen argumen-
tiert wird [3, 4], kann angenommen werden, dass dies bei
mäßigen Mach-Zahlen zu zusätzlichen Fehlern führt. Die-
se These wird durch die folgende Untersuchung bestärkt.

Abbildung 5 zeigt, dass APE2 und LPCE im Zylinder-
Naca-Fall fast identische Ergebnisse liefern. Das EIF-
Ergebnis weicht insbesondere bei dem Anteil mit 1350 Hz
(Strouhal-Frequenz des Zylinders) in Richtung der An-
strömung ab. Durch wieder Hinzufügen der zur Wirbelm-
odenunterdrückung gestrichenen Terme in APE2 und
LPCE konnte das Verhalten des EIF reproduziert wer-
den. Da Fehler durch falsch berechnete Wirbelmoden
weiterhin primär im Nachlauf des CFD-Gebietes zu er-
warten sind und keine der Rechnungen zur Instabilität
neigte, wird angenommen, dass die Vernachlässigung der
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Abbildung 4: Entwicklung der Summe über Wirbelmoden-
anteile in allen Simulationszellen im akustischen Ergebnis.

Wirbelmoden auslösenden Terme in diesem Fall für Feh-
ler sorgt. Dies und weitere hier nicht gezeigte Untersu-
chungen sind ein Hinweis darauf, dass der EIF bei leicht
erhöhten Mach-Zahlen vorzuziehen sein kann. Eine in
Zukunft zu untersuchende Möglichkeit könnte eine re-
gelmäßige (alle x Zeitschritte) Filterung von Wirbelm-
oden aus dem mittels EIF berechneten Ergebnis sein.
So könnten Instabilitäten verhindert werden ohne Terme
streichen zu müssen, die auch andere Effekte erzeugen.
Ein deutlich aufwendigerer Ansatz wäre die Nutzung der
vollen APE2 mit Quelltermfilterung in jedem Zeitschritt.

Abbildung 5: Richtcharakteristik bei des Schalldruckpegels
r = 0,6m im Zylinder-Naca-Fall für zwei Frequenzen.

Numerischer Aufwand

Da der von den Autoren in OpenFOAM entwickel-
te CAA-Löser auf expliziter Zeitintegration mittels 5-
stufigem Runge-Kutta basiert, ist es für die numerische
Effizienz der Verfahren entscheidend, wie teuer eine expli-
zite Auswertung aller Ableitungsterme des Differential-
gleichungssystems in finiten Volumen ist. Der numerische
Aufwand für den EIF ist unter anderem aufgrund der auf-
wendigen Auswertung des zweiten Terms in Gleichung
(4) recht hoch. LPCE und APE2 benötigen deutlich we-
niger komplexe Ableitungsauswertungen. Die LPCE sind
aufgrund der umfangreicheren Terme etwas weniger effi-
zient als die APE2. In der vorhanden programmtechni-
schen Umsetzung und bei unterschiedlichen Beispielrech-
nungen ergab sich, dass die APE2 etwa um den Faktor
1,4− 1,8 und die LPCE um den Faktor 1,2− 1,5 schnel-
ler sind als der EIF. Dabei wurde ausgenutzt, dass Ab-
leitungsterme teilweise zur Effizienzverbesserung zusam-
mengefasst oder umformuliert werden können und alle
Ansätze wurden in eine Form umgeformt, bei der eine

Gleichung weniger zu lösen ist. Verglichen wurden jeweils
die benötigten Zeiten für die gesamte Simulation, wobei
der Aufwand für Ableitungsauswertungen dominierte.

Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Beitrag wurden neben einer Einführung und
kurzen Diskussion theoretischer Grundlagen drei ausge-
suchte Methoden der Klasse HAS (EIF, APE2 und LP-
CE) analysiert. Ohne Anspruch auf vollständige Analy-
se wurden einige aus Sicht der Autoren besonders wich-
tige Aspekte betrachtet. Für alle Verfahren gleicher-
maßen geltend konnte demonstriert werden, dass die
Wahl eines geeignet großen Gebietes für die Interpo-
lation von CFD-Ergebnissen auf das Akustiknetz bei
HAS-Ansätzen besonders wichtig und anspruchsvoll ist.
Ein Vergleich der Methoden bezüglich ihrer Behand-
lung von unerwünschten Wirbelmoden lässt vermuten,
dass APE2 und LPCE im Zylinder-Naca-Fall durch die
Vernachlässigung Wirbelmoden anregender Terme Fehler
verursachen. Zum Abschluss konnte festgestellt werden,
dass bei expliziter Zeitintegration deutliche Unterschiede
im numerischen Aufwand entstehen. Die Ableitungster-
me der APE2 sind am effizientesten auswertbar.

In Zukunft werden sich die Autoren mit weiteren Bei-
spielfällen und einer Verwendung des EIF mit regelmäßi-
ger Filterung von Wirbelmoden beschäftigen.
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