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Einleitung

Randelemente Methoden (BEM) sind ein wichtiges
Werkzeug zur numerischen Berechnung von Wellenaus-
breitung und Wellenreflexionen. Ist die Kopplung zwi-
schen nichtlinearem Strukturverhalten und Akustik von
Interesse, oder sollen kurze Impulsantworten berechnet
werden, ist es von Vorteil, die BEM im Zeitbereich zu
formulieren. Dabei ist die Marching-on-in-Time Methode
(MOT) [1, 2] eine beliebte Methode die Randintegralglei-
chungen im Zeitbereich numerisch zu lösen. Es ist jedoch
bekannt, dass die MOT einige Stabilitätsprobleme mit
sich bringt, die in unserem Code durch folgende Maß-
nahmen reduziert werden sollen:

• Verwendung eines impliziten MOT Schemas, das ei-
ne Interpolation mittels Polynomen höherer Ord-
nung verwendet.

• Eine Galerkin-Diskretisierung im Ort.

• Eine Burton Miller Formulierung der Integral-
gleichungen.

Problemdefinition

Zur Formulierung akustischer Probleme im Zeitbereich
verwenden wir die Wellengleichung

∇2φ(x, t)− 1

c2
∂2

∂t2
φ(x, t) = 0, (1)

wobei ∇2 den Laplace-Operator, φ(x, t) das Schnellepo-
tential am Punkt x zum Zeitpunkt t, und c die Schallge-
schwindigkeit bezeichnen. Wir setzen homogene Anfangs-
bedingungen voraus, d.h.

φ(x, t) = 0,
∂φ(x, t)

∂t
= 0, t = 0, (2)

als Randbedingung an den reflektierenden/abstrahlenden
Objekten sind Admittanz-Randbedingungen mit Para-
meter a(x) möglich, d.h.

∂φ(x, t)

∂n
= v0(x, t)− a(x)ρ

∂φ(x, t)

∂t
, (3)

wobei ∂
∂n die Ortsableitung in Richtung des Normalvek-

tors n an der Oberfläche des Körpers am Punkt x, und
v0(x, t) die aufgeprägte Geschwindigkeit in Normalrich-
tung der Struktur angibt. Mit Hilfe der Greenschen Funk-
tion

G(x,y, t) = F−1

(
eiωr/c

4πr

)
=
δ(t− r/c)

4πr
, r = |x− y|,

(4)

kann zur Lösung von Gl. (1) die Randintegralgleichung

1

2
φ(x, t) =

∫
Γ

([
∂G(x,y, .)

∂ny
∗ φ(y, .)

]
(t) −

−
[
G(x,y, .) ∗ ∂φ(y, .)

∂ny

]
(t)

)
dΓy (5)

verwendet werden, wobei ny den Normalvektor bzgl. der
Variable y bezeichnet und vorausgesetzt wird, dass x auf
einem hinreichend glatten Teil des Rands Γ liegt.

Diskretisierung der Integralgleichung

Um Gl. (5) in ein lineares Gleichungssystem

K0qk = −
k−1∑
j=1

Kjqk−j + fk (6)

umzuwandeln, benutzen wir

• einen Galerkinansatz mit Ansatzfunktionen θ(x) =
[θ1(x), . . . , θM (x)]T (Standard BEM-Dreiecks oder
Viereckselemente) für die Ortsvariable x,

• einen Kollokationsansatz mit Knoten ∆k = k∆t für
die Zeitvariable t, wobei ∆t die Schrittweite im Zeit-
bereich ist,

• den Ansatz φ(x, t) =
∑N
k=1 θ

T (x)ψk(t)qk, wobei
θ(x) den Vektor der Galerkin Ansatzfunktionen im
Ort bezeichnet, und ψj(t) = ψ(t − j∆t) mit (siehe
z.B. auch [3])

ψ(t) =


1 + 11

6 τ + τ2 + 1
6τ

3, −1 < τ ≤ 0
1 + 1

2τ − τ
2 − 1

2τ
3, 0 < τ ≤ 1

1− 1
2τ − τ

2 + 1
2τ

3, 1 < τ ≤ 2
1− 11

6 τ + τ2 − 1
6τ

3, 2 < τ ≤ 3
0, sonst

mit τ = t/∆t.

Die Schrittweite ∆t wird so gewählt, dass 10 Schritte der
Wellenlänge der höchsten Frequenz ωmax entsprechen, die
in der Berechungen berücksichtigt werden soll, d.h. ∆t <
π

5ωmax
(siehe auch [3]).

Benchmark Problem

Als Testbeispiel für unseren Code, wählen wir ein 3-
Gebiets-Model, das aus einem Zylinder besteht, der in
einer Baffelebene eingebaut ist. Im Zylinder befindet sich
eine Kugel mit aufgesetzten Flachteilen. Über der Baffel-
ebene befindet sich zusätzlich eine reflektierende Plat-
te (siehe Abb. 1 für eine schematische Darstellung). Um
dieses Beispiel numerisch berechnen zu können, wird der
gesamte Raum in zwei Halbräume Ω2 und Ω3 vor und
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hinter dem Baffel, und einen (mittels virtuellem Interface
von den Halbräumen getrennten) Raum Ω1 rund um die
Kugel unterteilt. In Ω2 und Ω3 wird die Greensche Funk-
tion für Halbräume (mit voll reflektierenden Abschluss),
in Ω1 die Greensche Funktion für das Freifeld verwendet.
Die Darstellung mittels der 3 Gebiete hat den Vorteil,
dass das Baffel nicht durch ein Gitter diskretisiert wer-
den muss, sondern mit Hilfe der Greenschen Funktionen
im Halbraum modelliert werden kann (siehe auch [4, 5]
für eine analoge Formulierung im Frequenzbereich). Am

Abbildung 1: Schematische Zeichnung des Benchmark Pro-
blems. Eine Kugel (mit Flügel) ist in einem Zylinder einge-
bettet, der in ein schallhartes Baffel eingebaut ist. Über dem
Loch im Baffel ist noch eine reflektierende Platte gegeben.
Durch die 3-Gebiets-Formulierung ist es nicht notwendig das
schallharte Baffel zu diskretisieren. Dafür muss rund um die
Kugel ein virtuelles Interface, das den Raum um die Kugel
mit den Halbräumen vor und hinter dem Baffel koppelt, ein-
geführt werden.

Boden des Zylinders wurde gleichmäßig ein Druck mit ei-
ner Frequenz von 200Hz und einer Länge von 0.08s aufge-
bracht, und mittels FEM-BEM Struktur-Akustik Kopp-
lung die akustische Abstrahlung des Systems betrachtet.
Die Berechnung erfolge über 800 Zeitschritte mit Schritt-
weite 25ms. Zur Diskretisierung der Strukturen wurden
1424 vierknotige BEM-Elemente und eine Admittanz von
a = 2.0 · 106 mm3/(Ns) verwendet.

Abb. 2 zeigt den zeitlichen Verlauf des Schalldrucks an
drei verschiedenen Stellen (am Boden der Kugel, am
Interface zwischen Ω1 und Ω2, und auf dem Auswer-
tungsgitter). Alle Kurven zeigen ein stabiles Abklin-
gen der Lösung für t → ∞. Um die Qualität der
Berechnung bewerten zu können, wurde das Ergebnis
Fourier-transformiert und mit einer Berechnung, die mit
einem Frequenzbereichs-BEM-Code durchgeführt wur-
de, verglichen (siehe zum Beispiel Abb. 3). Der Ver-
gleich zwischen Zeitbereichs- und Frequenzbereichs-BEM
liefert zufriedenstellende Resultate. Es gibt zwar für
verschiedenen Frequenzen kleinere Abweichungen, die
durch Rechenungenauigkeiten und die FEM-BEM Kopp-
lung entstehen, im wichtigen Frequenzbereich ist die
Übereinstimmung jedoch überaus zufriedenstellend.

Abbildung 2: Zeitlicher Verlauf des Schalldrucks am Boden
der Kugel (blaue Kurve), am Interface (rote Kurve) und am
Auswertungsgitter (grüne Kurve)

Abbildung 3: Vergleich zwischen Fourier-transformierten
Ergebnis der Zeitbereich-BEM (links) und Berechnung mit-
tels Frequenzbereichs-BEM (rechts) bei 200Hz
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