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Einleitung

Im Laufe des letzten halben Jahrhunderts etablierte sich
die Finite Elemente (FE) Methode als vielseitig einsetz-
bares Verfahren fiir quadratische Differentialgleichungen.
So auch in der Akustik, um die Wellengleichung zu 16sen.
Héufig werden relativ groffe FE-Systeme benétigt, um ein
akustisches Problem zu beschreiben. Zur Reduktion des
Rechenaufwands ist es wiinschenswert, das FE-System
idealerweise in einer Diagonalform vorzufinden. Die Ei-
genvektoren des FE-Systems bilden eine biorthogonale
Basis, sodass das System genau in eine solche Diagonal-
form iiberfiihrt werden kann.

Fiir lineare Systeme ist dies ohne weitere Umsténde rea-
lisierbar, jedoch steigt der Aufwand bei beispielswei-
se geddmpften Systemen mindestens um das Doppelte.
Weiterhin ldsst sich die oben genannte Diagonalisierung
des FE-Systems vorerst nur auf geddampfte, frequenzun-
abhéngige Randbedingungen anwenden. Deshalb wird in
diesem Beitrag eine Methode zur Diagonalisierung der
Systemmatrizen fiir frequenzabhéngige Randbedingun-
gen vorgestellt.

FE-Gleichung

Ausgangspunkt fiir das quadratische Eigenwertproblem
ist die Helmholtz-Gleichung, die fiir akustische FE-Sys-
teme mit den Randbedingungen fiir Ddmpfung und An-
regung, wie folgt ausgedriickt werden kann:
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w bezeichnet in Gleichung 1 die Kreisfrequenz, ¢ die
Schallgeschwindigkeit, py die Dichte des Mediums, v,, die
Anregungsschnelle, Y,, die Admittanz in Normalenrich-
tung. Neben den Konstanten muss fiir das System der
Anregungsvektor f, die Steifigkeitsmatrix S, der Schall-
druckvektor pa(w), die Admittanzmatrix A und die Mas-
senmatrix M aufgestellt werden. Verfahren zur Bestim-
mung der Vektoren und Matrizen koénnen in [1] S.395ff
nachgelesen werden.

Quadratisches Eigenwertproblem

Die Eigenwerte A und Vektoren ¢ fiir FE- Systeme mit
Dampfung werden aus dem quadratischen Eigenwertpro-
blem (QEP) Q()\) ermittelt:
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¢, sowie ¢; bezeichnen die rechten sowie linken Eigen-
vektoren ®; = [cpl,l e cpl’Qn] beziehungsweise ®,
[gom .. gomn] der Lénge n.

Bei der Losung des QEPs liegen nach [2] in der Regel kei-
ne hermiteschen Matrizen vor, sodass die linken ungleich
den rechten transponierten Eigenvektoren ¢ ; # me-T
sind. Daraus folgt, dass beide Vektoren separat berechnet
werden miissen.

Inverse des FE-Systems

Zur Ermittlung des Schalldrucks aus Gleichung 1 muss
die Inverse des Terms, der in Klammern gefasst ist, ge-
bildet werden:
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Der Term ldsst sich mit Hilfe der linken und rechten Ei-
genvektoren ®; und ®, diagonalisieren, wobei der Stern *
die adjungierte Matrix beschreibt. A = diag (A1... \2y)
bezeichnet eine Diagonalmatrix aus Eigenwerten und I
die Einheitsmatrix. Aus der vorliegenden Gleichung 4
kann nun der Schalldruck pqg(w) als Summe {iber alle
2n Eigenwerte ausgedriickt werden:
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Frequenzabhingige Randbedingung

Reale Randbedingungen sind nur in Ausnahmefillen
frequenzkonstant. Die passiven Randbedingungen, die
durch die Admittanz Y, (w) beschrieben werden, wur-
den in Gleichung 2 verwendet, um die linken und rechten
Eigenvektoren zu berechnen. Daher folgen bei einer fre-
quenzabhéngigen Admittanz frequenzabhéingige Eigen-
vektoren ¢,.(w) und ¢, (w).

Der Aufwand, Eigenwerte frequenzabhingig zu berech-
nen, ist enorm hoch, da das QEP im schlechtesten Fall
fiir jede Frequenz gelost werden muss.

Es verbleibt aber die Moglichkeit, die Admittanz Y, (w)
quadratisch zu ndhern und in Gleichung 1 vor der Losung
des Eigenwertproblems einzusetzen. Dazu wird fiir die
Admittanz Y, (w) folgender Ansatz gewihlt:
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Die Parameter 7 konnen beispielsweise mit einer
Vandermonde-Matrix bestimmt werden. Durch geschick-
tes Umformen kann die Gleichung 6 in die Form:
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umgestellt werden, sodass Gleichung 7 in Gleichung 2
eingesetzt werden und mit dem entstandenen Ausdruck
das quadratische, nun frequenzabhéngige, rechte Eigen-
wertproblem gelost werden kann.
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Analoges gilt fiir das linke Eigenwertproblem.
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Berechnung des Schalldrucks mit komple-
xen Eigenvektoren auf Grund von einer
frequenzabhingigen Randbedingung

Als Beispiel fiir die Methode wird an dieser Stelle ein
Quader mit den Abmaflen 0,3 x 0,5 x 0,6m verwendet.
Die 0,5 x 0,6m groBen Flichen sind mit einer Mineral-
faser bedeckt, deren frequenzabhéingige Admittanz sich
aus [3] S.114 bestimmen l&sst. Alle anderen Fléchen hin-
gegen sind schallhart (Y,, = 0).

Die ideale und approximierte Admittanz fiir die Mineral-
faser ist in Abb. 1 und 2 als Real- und Imaginérteil zu
sehen. Mit den Koeffizienten fiir 7, die fiir die Abb. 1 und
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Abbildung 1: Realteil der approximierten Admittanz Y, von
Mineralwolle.
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Abbildung 2: Imaginérteil der approximierten Admittanz
Y,., von Mineralwolle.

2 bestimmt wurden, kénnen nun die 2n Eigenvektoren ¢,
und ¢ sowie Werte A berechnet werden. Aus Gleichung
5 ldsst sich im néchsten Schritt der Druck pg(w) fiir den
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Frequenzbereich zwischen f = 100...500H z berechnen.
Zum Vergleich dient der Schalldruck pq(w) aus Gleichung
3, welcher in Abb. 3 als direkte Lisung bezeichnet wird.
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Abbildung 3: Direkte Methode im Vergleich mit der indirek-
ten Methode. Der Schalldruck wird hier fiir einen Eckpunkt
des rechteckigen Raumes mit den Abmaflien 0,3 x 0,4 x 0, 6m
gezeigt, der nicht der Ecke entspricht, in der die Punktschall-
quelle sitzt.

Fazit

Die Ergebnisse von Abb. 3 zeigen, dass die Losung mit
geniherten frequenzabhéngigen Eigenvektoren vergleich-
bar mit der direkten Losung aus Gleichung 3 ist.

Die Differenzen zwischen der direkten und indirekten
Methode werden zum Teil durch den Einfluss des
Fehlers, der bei der Approximation der Admittanzen
Y, entsteht, hervorgerufen. Eine Verbesserung kann
durch eine Unterteilung der Admittanzen in Intervalle
erzielt werden. Dies fiihrt allerdings dazu, dass fiir jedes
Intervall die zugehorigen Eigenvektoren neu bestimmt
werden miissen.

Eine weitere Abweichung wird durch die Anzahl der
verwendeten FEigenvektoren zur Modulation bedingt
(in dem Beispiel aus Abb. 3 werden die Eigenvektoren
im dargestellten Frequenzbereich verwendet). Diese
Einschrankung wirkt sich besonders im Schallfeld in
der Nidhe der Punktschallquelle aus. Wird ein gréfierer
Raum als im Beispiel von Abb. 3 gewéhlt, so sind die
Abweichungen geringer.

Ferner entsteht ein weiterer Fehler
Losungsmethode fiir das QEP (siehe [2]).
Da der Rechenaufwand fiir das QEP wesentlich hoher
als der der Inversion der Matrix aus Gleichung 4 ist, ist
die direkte Methode zur Schalldruckberechnung weniger
Frequenzen vorzuziehen. Sind allerdings die Eigenvekto-
ren und Werte von Interesse, welche charakterisierend
fiir das breitbandige Problem sind, so bietet die direkte
Losung nicht immer eine ausreichende Grundlage fiir
diese.
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