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Einleitung

In vielen ingenieurtechnischen Bereichen spielen hoch-
frequente Strukturschwingungen eine wichtige Rolle. Zur
Berechnung des Strukturverhaltens im tieffrequenten Be-
reich haben sich Simulationsverfahren, wie die Finite-
Elemente-Methode (FEM) oder die Randelemente-
Methode (BEM), durchgesetzt. Eine etablierte Metho-
de für Untersuchungen im höheren Frequenzbereich stellt
die Statistische-Energie-Analyse dar (SEA), bei der die
Struktur in Subsysteme zerlegt wird, deren Verhalten
durch analytische Modelle beschrieben wird. Mit Hil-
fe der SEA wird die im jeweiligen Subsystem enthalte-
ne mechanische Energie berechnet. Auskunft über deren
räumliche Verteilung erhält man jedoch nicht.
Eine aktuellere Methode, die auch räumliche Energiever-
teilungen berücksichtigt, ist die Energie-basierte Finite-
Elemente-Methode (EFEM). Mit Hilfe der EFEM kann
eine Zeit- und lokal räumlich gemittelte Energiedichte der
Struktur berechnet werden, die sich als mechanische Ant-
wort auf hochfrequente Anregungen ergibt.
Für einzelne Komponenten einer Struktur (Balken, Plat-
te, Kavität) kann eine Grundgleichung hergeleitet wer-
den, die der Wärmeflussgleichung ähnelt. Die Energie-
dichte weist an Stellen, an denen sich Materialeigen-
schaften, Geometrie oder Orientierung ändern, Unstetig-
keiten auf. Um ein die Gesamtstruktur beschreibendes
Gleichungssytem aufzustellen, müssen daher zusätzlich
Kopplungsbedingungen eingeführt werden.
Im Folgenden soll zunächst die Energieflussgleichung
als Grundgleichung der EFEM hergeleitet werden. Da-
nach wird auf die Kopplungsprolematik eingegangen. Am
Schluss folgt jeweils ein Beispiel für die Kopplung von
Balken und Platten in der EFEM.

Energieflussgleichung

Die Zeit- und lokal räumlich gemittelte Energiedichte er-
gibt sich aus der Summe von kinetischer und potentieller
Energiedichte

e = ekin + epot . (1)

Um die Grundgleichung der EFEM herzuleiten, wird die
Energieerhaltung an einem infinitessimalen Gebietsaus-
schnitt betrachtet (siehe Abbildung (1)).
Eine Änderung der Energiedichte kann durch zugeführte
Leistung πin, dissipierte Leistung πdiss oder einen Lei-
stungsfluss über die Grenzen q herbeigeführt werden

∂e

∂x
= πin − πdiss −

∂q

∂x
. (2)

Im eingeschwungenen Zustand verschwindet die Zeit-

Abbildung 1: Energieerhaltungsprinzip

ableitung. Dazu wird ein Dämpfungsterm porportional
zur Energiedichte eingeführt πdiss = ηωe, mit dem hys-
teretischen Dämpfungsgrad η. Außerdem kann ein Zu-
sammenhang zwischen Energiedichte und Leistungsfluss
hergestellt werden, der für alle Strukturkomponenten in
der EFEM (Balken, Platten und Kavitäten) auf folgende
Form [2] gebracht werden kann

∂q

∂x
= −

c2g
ηω
∇e . (3)

Dabei ist cg die Gruppengeschwindigkeit des entspre-
chenden Wellentyps.
Damit lässt sich Gleichung (2) umschreiben zu

∇2e−
(
ηω

cg

)2

e = 0 . (4)

Diese Gleichung wird als Energieflussgleichung bezeich-
net und kann numerisch mit Hilfe der Finite-Elemente-
Methode gelöst werden, womit sich die Matrixgleichung
der EFEM ergibt als∫

Ω

(
ηω

c2g
∇NT∇N + ηωNTNdΩ

)
︸ ︷︷ ︸

K

e

= −
∫
Γ

NT qdΓ

︸ ︷︷ ︸
Q

+

∫
Ω

NTπindΩ

︸ ︷︷ ︸
F

. (5)

Da die einzelnen Strukturkomponenten in der System-
matrix K ungekoppelt sind, werden nachträglich Kopp-
lungsmatritzen Kc hinzugefügt.

Kopplung

Die Kopplungsmatritzen können mithilfe von Transmis-
sionskoeffizienten berechnet werden, die das Reflektions-

DAGA 2012 - Darmstadt

471



und Transmissionsverhalten zwischen den verschiedenen
Wellenarten an der Kopplungsstelle beschreiben.
Für einfache Fälle können diese mit der Methode der dy-
namischen Steifigkeitsmatritzen [1][3] bestimmt werden.
Dabei werden für alle n Komponenten, die an der Kopp-
lungsstelle miteinander verbunden sind, Steifigkeitsma-
tritzen Kn in Abhängigkeit ihrer Orientierung aufgestellt
und diese dann zu einer Gesamtsteifigkeitsmatrix Kges

aufsummiert

Kges =

n∑
1

GT
nKnGn , (6)

dabei ist Gn die jeweilige Drehmatrix. Außerdem wird
für die einfallende Welle in der angeregten Komponente
ein Lastvektor definiert

Fges = GT
m

(
Kmûm − f̂m

)
, (7)

wobei für die Auslenkungen ûm und die Reaktionskräfte
f̂m ein Wellenansatz verwendet wird.
Lösen des Gleichungssystems

KgesU = Fges (8)

liefert die Auslenkungen an der Kopplungsstelle. Mithil-
fe des Vektors U können die Auslenkungen in den Plat-
ten und die Wellenamplituden berechnet werden. Damit
ist auch die Leistung bekannt, die jede Welle transpor-
tiert. Die Transmissionskoeffizienten ergeben sich dann
als Quotient aus transportierter Leistung zu einfallender
Leistung

τi,m =
Pi
Pm

. (9)

Die Transmissionskoeffizienten werden in einer Matrix T
zusammengefasst.

Balkenkopplung

Gleichung (5) ausgewertet für zwei winklig angeordnete
Balken resultiert in einer ungekoppelten Systemmatrix
K. Die Kopplungen werden durch das Addieren einer
Punktkopplungsmatrix nachträglich hinzugefügt, sodass
sich folgendes Gleichungssystem ergibt

(K + Kc) e = −Q + F , (10)

mit Kc = J und

J = (E−T) (E + T)
−1

C . (11)

Abbildung 2: Vergleich FEM vs. EFEM für Bal-
kenkopplung

Abbildung 3: Diffuse Transmissionskoeffizienten

In Abbildung 2 sind die Berechnungsergebnisse für ein
Balkenpaar unter einem Winkel von 150◦ dargestellt,
wobei der linke Balken longitudinal angeregt wird. Die
Lösungen aus FEM und EFEM stimmen für beide auf-
tretenden Wellenarten gut überein.

Plattenkopplung

Die Vorgehensweise für die Kopplung von winklig ange-
ordneten Platten unterscheidet sich im Vergleich zur Bal-
kenkopplung nur in zwei Punkten.
Zunächst wird für jeden Einfallswinkel φ eine Matrix T
berechnet, da in Platten die Reflektions- und Transmis-
sionseigenschaften vom Einfallswinkel abhängen. An-
schließend wird ein diffuser Mittelwert nach

τ =
1

2

π∫
0

τ(φ)sin(φ)dφ (12)

bestimmt [1]. Die diffusen Transmissionskoeffizienten
sind für angeregte Biegewellen in Abhängigkeit vom Plat-
tenwinkel in Abbildung 3 dargestellt.
Anschließend wird die Kopplungsmatrix Kc berechnet,
indem die Matrix J aus Gleichung (11) mithilfe von An-
satzfunktionen über die Kopplungslinie interpoliert wird

Kc,ij =

∫
Γ

JijNiNjdΓ . (13)

Zusammenfassung

Es wurde ein Verfahren vorgestellt, das es ermöglicht,
Struktur-Kopplungen mithilfe der Methode der dy-
namischen Steifigkeitsmatrizen in der EFEM zu
berücksichtigen. Wie anhand von Simulationsergebnis-
sen gezeigt wird, ist dieses Verfahren für die Bestimmung
des Schwingungsverhaltens von Strukturen im höheren
Frequenzbereich geeignet.
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