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Einleitung

Um aussagekräfte Ergebnisse zu erhalten, ist es sinn-
voll, Parameterstreuungen in einer Berechnung zu
berücksichtigen. Dazu existieren verschiedene Methoden.
Bei FE-Berechnungen haben diese üblicherweise zur Fol-
ge, dass ein Gleichungssystem der Form A · x = b viel-
fach gelöst werden muss, wobei stets Werte in der Sys-
temmatrix A verändert werden. Bei gekoppelten vibro-
akustischen FE-Systemen werden neben der Parame-
tervariation aufgrund der Parameterunsicherheiten auch
noch verschiedene Anregungsfrequenzen betrachtet. Dies
hat einen hohen Rechenaufwand zur Folge. Ein Ansatz ist
nun, dass die Berechnungszeit durch Gleichungslöser mit
dem sogenannten Subspace Recycling vermindert werden
kann. Da stets nur geringe Parameterstreuungen sowie
Frequenzschrittweiten betrachtet werden und dies viel-
fach nur zu geringen Veränderungen in der Matrix A
führt, kann somit gegebenenfalls eine signifikante Ver-
ringerung der Rechenzeit bewirkt werden.

Parameterstreuungen

Die Berücksichtigung von Parameterstreuungen kann mit
verschiedenen Methoden durchgeführt werden. In den fol-
genden Betrachtungen wird stets mit der Monte-Carlo-
Simulation und der Transformationsmethode gearbeitet.

Bei der Monte-Carlo-Simulation werden Zufallszahlen für
jeden unsicheren Parameter entsprechend einer vorgege-
benen Zufallsverteilung erzeugt [6]. Eine Kombination
mehrerer unsicherer Parameter ist ebenfalls auf diese
Weise realisierbar. Mit dem Latin Hypercube Sampling
ist es möglich, die Zufallszahlen ausgeglichener entspre-
chend der Zufallsverteilung über den Wertebereich zu
verteilen und dabei die Anzahl der notwendigen Parame-
terpermutationen zu vermindern. Die Transformations-
methode basiert auf der Beschreibung eines unsicheren
Parameters mit Hilfe einer Fuzzy-Zahl nach [4]. Auch bei
der Fuzzy-Arithmetik kann für jede Parameterstreuung
eine sogenannte Zugehörigkeitsfunktion innerhalb gewis-
ser Regeln beliebig festgelegt werden. Zur Kombinati-
on mehrerer Fuzzy-Zahlen werden diese in sogenannte
α-Cuts zerlegt und anschließend levelweise miteinander
kombiniert.

Beide Verfahren führen dazu, dass ein Gleichungssystem
mehrfach, das heißt also für jede Parameterkombination,
gelöst werden muss. Dies hat einen sehr hohen Zeitauf-
wand zur Folge, der mit dem im Folgenden vorgestellten
Gleichungslösungsverfahren vermindert werden soll.

Subspace Recycling

Eine bedeutende Gruppe der iterativen Gleichungslöser
sind die Projektionsmethoden und im Speziellen die
Krylov-Unterraum-Verfahren. Hierbei erfolgt die Lösung
eines linearen Gleichungssystems A · x = b durch eine
Näherungslösung xm aus einem affinen Unterraum x0 +
Km. Beim sogenannten Subspace Recycling werden die
bei der Lösung entstandenen Unterräume wiederverwen-
det, wobei zwischen dem intercyclic recycling und dem
intersystem recycling unterschieden werden muss. Erste-
res bezeichnet die Wiederverwendung von Unterräumen
beim Restart eines Löserzyklus. Der damit normalerwei-
se verbundene Informationsverlust kann somit vermin-
dert werden und dies führt zu einer beschleunigten Kon-
vergenz beim Lösen eines einzelnen Gleichungssystems.
Beim intersystem recycling hingegen erfolgt die Wieder-
verwendung der Unterräume zwischen zwei aufeinander
folgenden Gleichungssystemen.

Um dies zu realisieren kann das GCR-Verfahren als Rah-
men genutzt werden. Dieses Verfahren hat keine weiteren
Anforderungen an die Basis des Approximationsraumes
U , sodass lediglich C = A · U gelten muss. C ist hierbei
die Orthonormalbasis des Raumes, der die Richtung die-
ser schiefen Projektion beschreibt. Damit ist es formell

möglich, einen beliebigen Unterraum U
(i)
k ⊂ U (i) des Sys-

tems Ai · xi = bi auf das System A(i+1) · x(i+1) = b(i+1)

zu übertragen:

C(i) = A(i)U (i) → U
(i)
k ⊂ U (i) → C(i+1) = A(i+1)U

(i+1)
k .

Bei einer kleinen Differenz der aufeinander folgenden Sys-
temmatrizen ∆A = A(i+1)−Ai führt dies somit zu einem
verbesserten Konvergenzverhalten. GCR selbst erweitert
in seiner eigentlichen Form bei jeder Iteration den Ap-
proximationsraum um das aktuelle Residuum. Wird nun
ein innerer Löser, ein sogenannter nested solver, wie zum
Beispiel GMRES, eingesetzt, wird durch die Approxi-
mation eines Fehlervektors e aus der Residuengleichung
A ·e = r eine verbesserte Suchrichtung generiert. Anstatt
des Operators A wird dazu dessen orthogonale Projek-
tion

(
I − CkC

H
k

)
genutzt, womit die Orthogonalität zum

äußeren Zyklus gewährleistet werden kann. Damit ergibt
sich die erweiterte Arnoldi-Beziehung zu(

I − CkC
H
k

)
AVm−k = Vm−k+1Hm−k. (1)

Durch Lösen des Minimierungsproblems
miny∈Cm ‖ri −AWmy‖2 kann die globale Lösung
xm = x0 + zm = x0 + Wmy im i-ten GCR-Zyklus
betimmt werden.
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Der Unterschied zwischen den verschiedenen Varianten
der Subspace Recycling-Löser besteht darin, auf welche
Weise Ck selektiert wird. Im Fall von GCRO-DR er-
folgt die Berechnung von approximierten Eigenvektoren
zu den betragsmäßig kleinsten Eigenwerten aus der Ap-
proximation von A im Unterraum Range(Wm). Durch
Integration dieser im nächsten Zyklus in den Approxi-
mationsraum über Ck werden die entsprechenden Eigen-
werte aus der Systemmatrix deflationiert und die Kon-
vergenz wird beschleunigt. Weitere Ausführungen dazu
sind in [3] und [5] zu finden.

Numerisches Beispiel

Die Beschreibung eines gekoppelten, vibro-akustischen
FE-Systems kann im Frequenzbereich mit der Gleichung[

Ks + iωCs − ω2Ms −H
−ρc2ω2HT Kf + iωCf − ω2Mf

] [
d
p

]
=

[
fb
fq

]
(2)

erfolgen [2]. Hierbei sind M, C und K die Massen-,
Dämpfungs- beziehungsweise Steifigkeitsmatrizen, H die
Kopplungsmatrix, fb und fb die Anregungsvektoren, ρ die
Dichte sowie c die Schallgeschwindigkeit des Fluids. Der
Index f steht dabei für das Fluid und der Index s für
die Strukturkomponente. Es können somit der Schall-
druck im Fluid p sowie die Verschiebungen der Knoten
der Struktur d bestimmt werden.

Die Untersuchung des Potentials der Subspace Recycling-
Löser für unsichere vibro-akustische Systeme erfolgt an-
hand einer quadratischen Platte, die mit einer dreidimen-
sionalen quaderförmigen Luftkavität gekoppelt ist. An al-
len fünf Freiflächen des Fluids sind Impedanzrandbedin-
gungen implementiert, die entsprechend der Impedanz
des Fluids zu Z = ρ0 ·c gewählt sind, um annähernd Frei-
feldrandbedingungen zu erhalten. Lediglich die Struktur-
komponente unterliegt Parameterstreuungen, wobei für
die an dieser Stelle beschriebenen Analysen jeweils le-
diglich die Unsicherheit zweier Parameter berücksichtigt
wird. Eine Erweiterung auf mehrere unsichere Parameter
ist im Anschluss möglich.

Wie bereits in vorangegangenen Arbeiten gezeigt wer-
den konnte, beschleunigt die Verwendung von Glei-
chungslösern mit Subspace Recycling Multifrequenz-FE-
Analysen [1]. Dies kann für das gekoppelte unsiche-
re FE-System bestätigt werden. Abbildung 1 zeigt da-
zu den Konvergenzverlauf für die Lösung einer kon-
stanten Parameterkombination und einer Frequenzse-
quenz. Das relative Residuum sinkt initial ab der
Lösung des zweiten Gleichungssystems deutlich ab, was
zeigt, dass das Subspace Recycling an dieser Stel-
le seine Vorteile entfalten kann. Bei einer konstanten
Frequenz und sich verändernden mechanischen Eigen-
schaften hingegen ist ein solcher Verlauf nicht zu er-
kennen. Hierbei vermindert sich das initiale relative
Residuum ab der Lösung des zweiten Gleichungssys-
tems nicht. Zur Ähnlichkeitsanalyse wird die Frobeni-
usnorm der Systemmatrizen betrachtet. Eine Sortierung
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Abbildung 1: Rel. Residuumsnorm, Lösung einer
Frequenzsequenz und konst. Parameterkombination

nach diesem Betrag hat jedoch keine Verbesserung be-
wirkt, sodass ein entsprechendes Beurteilungskriterium
zur Ähnlichkeitsanalyse der Löserunterräume noch zu
finden ist.

Neben der Umsortierung und Variation der Einfluss-
größen hat eine Untersuchung weiterer Einflüsse wie der
Präkonditionierung, der Löserparameter und der Sys-
temgröße auf das Lösungsverhalten der Gleichungslöser
stattgefunden. Bei einer Diskretisierung der Platte mit
30× 30 Elementen kann so eine zeitliche Beschleunigung
der Berechnung des Beispielsystems gegenüber der direk-
ten Lösung um den Faktor 15 und gegenüber einem klas-
sischen Krylov-Unterraum-Verfahren wie GMRES um
den Faktor 2.6 bewirkt werden. Bei größeren Systemen
ist eine deutlich stärkere Beschleunigung zu erwarten,
die sich in den ersten Untersuchungen bereits angedeutet
hat.
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