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Sören Keuchel1, Malte Gehlken1, Otto von Estorff1

1
TU Hamburg-Harburg, Inst. f. Modellierung und Berechnung, 21073 Hamburg, Deutschland, Email: soeren.keuchel@tuhh.de

Einleitung

Die Boundary-Elemente-Methode (BEM) bietet sehr
gute Möglichkeiten zur Lösung der dreidimensiona-
len Helmholtz-Gleichung. Die resultierenden System-
Matrizen sind jedoch voll besetzt und es ergibt sich eine
quadratische Komplexität bei der Verwendung von itera-
tiven Gleichungslösern. Die Verringerung auf eine quasi-
lineare Komplexität kann unter Anwendung der Fast-
Multipole-Methode (FMM) erreicht werden. Im Bereich
der Fahrzeugakustik stellt die Berechnung der Schall-
abstrahlung von Reifen eine besondere Herausforderung
dar [2]. Dabei ist die Modellierung der Straße unabding-
bar. Da in der BEM für ein Außenraumproblem die Ab-
strahlung ins Unendliche berechnet wird, ist die Diskreti-
sierung der Straße mittels Elementen nicht sinnvoll. Die
BEM erlaubt jedoch den Einsatz einer unendlichen Halb-
ebene zur Modellierung der Reflexionen. Dieser ist in der
klassischen BEM etabliert, weist jedoch auch eine qua-
dratische Komplexität auf.

Es existieren unterschiedliche Alogrithmen zur Imple-
mentierung einer reflektierenden Ebene. Eine Möglichkeit
ist die Verwendung einer modifizierten Fundamen-
tallösung. Eine weitere Option ist die Spiegelung der Dis-
kretisierung an der Halbebene. Kommt zur Verringerung
der Komplexität die FMM zum Einsatz, so entstehen un-
terschiedliche Algorithmen, welche auf den Möglichkeiten
für Halbraum-Formulierungen der klassischen BEM ba-
sieren. Ein Algorithmus unter Verwendung der modi-
fizierten Fundamentallösung wird von Shen [3] vorge-
stellt (Abkürzung HS1). Ein anderer Algorithmus, wel-
cher auf der Spiegelung der Diskretisierung basiert, wird
von Brunner [1] beschrieben (Abkürzung HS2). Durch die
Spiegelung entstehen, neben der Elemente im realen Be-
reich, zusätzliche Elemente im gespiegelten Bereich. Der
vorliegende Beitrag befasst sich mit der Beschreibung
der Algorithmen und dem Vergleich der Effizienz dieser
beiden Vorgehensweisen mittels repräsentativer Berech-
nungsbeispiele.

Halbraum-Formulierungen in der Fast-

Multipole-BEM

Die BEM zur 3D-Akustiksimulation im Frequenzbe-
reich beruht auf der Überführung der Helmholtz-
Differentialgleichung in die Randintegralgleichung

cp(x) =

∫
Γ

G(x,y)q(y)dsy −

∫
Γ

p(y)
∂G(x,y)

∂ny

dsy , (1)

mit c = 1
2 auf einem glatten Rand, dem Quellpunkt x,

dem Feldpunkt y, dem Normalenvektor n, dem Schall-

druck p und dem akustischen Fluss q(y) = ∂p
∂ny

. Die

modifizierte Fundamentallösung ist um einen Term er-
weitert, welcher die gespiegelte Quelle x der Halbraum-
Formulierung darstellt:

G(x,y) =
eik|x−y|

4π|x− y|
+

eik|x−y|

4π|x− y|
. (2)

Die verwendete Fast-Multipole-BEM (FMBEM) ist
ausführlich in [1] beschrieben. Die zugrundeliegende Ap-
proximation der konventionellen Fundamentallösung lau-
tet

G(x,y) ≈
ik

(4π)2

∫
S2

eik(x−za)ŝ︸ ︷︷ ︸
L2L

(3)

·

p∑
l=0

(2l + 1)ilh
(1)
l (k |D|)eikdŝPl(̂sD̂)

︸ ︷︷ ︸
M2L

eik(zb−y)ŝ︸ ︷︷ ︸
M2M

ds .

Die Approximation der Fundamentallösung ist im we-
sentlich von den drei Operatoren M2M, M2L und L2L
abhängig.

Der Unterschied der beiden Halbraum-Formulierungen
HS1 und HS2 liegt zunächst in der Erstellung der notwen-
digen hierarchischen Baumstruktur. Im Gegensatz zur
HS1 liegen bei der HS2 Elemente sowohl im realen als
auch im gespiegelten Bereich und demnach umfasst die
Baumstruktur beide Bereiche und besitzt größere Aus-
maße. Die M2M-Translation dient der Bündelung von
Informationen der Elemente innerhalb einer Box und
dem Verschieben zum gröberen Level. Da diese Trans-
lation nur von den Feldpunkten y abhängt und in den
Halbraum-Formulierungen nur die Quellpunkte gespie-
gelt werden, muss die Translation in beiden Algorithmen
nur auf Boxen im realen Bereich angewendet werden. Die
M2L-Translation dient der Verschiebung der Informati-
on über größere Distanzen. In der HS2 wird die M2L-
Translation auf die Interaktionsliste angewendet, wobei
sich diese durch die Baumstruktur sowohl im realen Be-
reich als auch im gespiegelten Bereich befinden kann. In
der HS1 existiert die Baumstruktur jedoch nur im rea-
len Bereich. In diesem Fall wird die M2L-Translation
auf die Interaktionsliste im realen Bereich angewendet
und zusätzlich ein zweiter Satz von lokalen Entwicklun-
gen einer realen Box zugewiesen, welche den gespiegel-
ten Bereich darstellen. Die benötigten Koordinaten für
den zweiten Satz werden mit Hilfe der realen Koordi-
naten und der Lage der Halbebene bestimmt. Die L2L-
Translation ist abhängig von den Quellpunkten x und x.
Diese Translation muss dementsprechend auf alle Boxen
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und in der HS1 zusätzlich auf den zweiten Satz von lo-
kalen Entwicklungen angewendet weden. Die Auswertung
des Nahfeldes wird bei der HS1 mittels modifizierter Fun-
damentallösung durchgeführt und die gespiegelten Quel-
len werden mit dem zusätzlichen Term realisiert. In der
HS2 kommt die herkömmliche Fundamentallösung zum
Einsatz, wobei hier Boxen im realen und im gespiegelten
Bereich ausgewertet werden.

Analyse und Vergleich der Halbraum-

Formulierungen

Die beiden FMM-Halbraum-Formulierungen werden an-
hand von ausgewählten Berechnungsbeispielen unter-
sucht. Als Grundlage hierfür dient eine Berechnung mit
einer unterschiedlich fein diskretisierten Kugel über ei-
ner voll reflektierenden Halbebene. Durch die Verwen-
dung einer Monopolquelle innerhalb der Kugel existiert
eine analytische Lösung auch für den Fall einer Halbebe-
ne. Als Referenz wird eine implementierte Version beider
Halbraum-Formulierungen in der BEM verwendet.

Die erste Untersuchung zeigt die Abhängigkeiten des Feh-
lers und der Rechenzeit aller vier Formulierungen bei
variierendem Abstand d zur Halbebene (siehe Abbil-
dung 1). Das Verhalten der Genauigkeit zeigt die korrek-
te Implementierung der Formulierungen. Für einen ge-
ringen Abstand zur Halbebene weisen die Berechnungen
einen erhöhten Fehler auf. Dies ist somit eine Proble-
matik von Halbraum-Formulierungen in der BEM und
kein FMM-spezifisches Problem. Die HS2 zeigt jedoch im
gesamten Bereich einen höheren Fehler als die anderen
drei Formulierungen. Dies lässt sich durch die Entwick-
lungslänge p erklären, welche von der Größe der Baum-
struktur abhängt. Die HS2 besitzt durch den Algorith-
mus zwangsweise eine größere Baumstruktur als die HS1
und es zeigt sich dass die Entwicklungslänge nicht ausrei-
chend ist. Die Rechenzeiten zeigen deutlich den Vorteil
der FMBEM gegenüber der BEM.
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Abbildung 1: Dirichlet-Fehler und Rechenzeit in

Abhängigkeit des Abstands d zur Halbebene, N = 5.447

Elemente

Die zweite ausgewählte Untersuchung (siehe Abbil-
dung 2) befasst sich mit der Abhängigkeit von der In-
tegrationsordnung. Die Entwicklungslänge der HS2 ist
so angepasst, dass beide Halbraum-Formulierungen eine
ähnliche Genauigkeit aufweisen. Die Berechnungen wer-
den für zwei unterschiedliche Abstände d zur Halbebene
durchgeführt. Für einen geringen Abstand zur Halbebe-
ne muss die Entwicklungslänge für die HS2 nur um 2
größer sein, um eine vergleichbare Genauigkeit zur HS1

zu erreichen. Bei geringem Abstand zur Halbebene hat
die Erhöhung der Integrationsordnung einen deutlichen
Einfluss auf die Genauigkeit. Wird der größere Abstand
d = 1 m betrachtet, so ist diese Steigerung der Genauig-
keit über der Integrationsordnung nicht zu erkennen. Bei
diesem Abstand muss die Entwicklungslänge bereits um
4 größer sein um einen vergleichbaren Fehler zu erhalten.
Die Ergebnisse für die Rechenzeit zeigen bei kurzem Ab-
stand d einen Vorteil für die HS2. Ein größerer Abstand
zur Halbebene und der daraus resultierende größere Un-
terschied in der Entwicklungslänge führen zu vergleichba-
ren Rechenzeiten der beiden Halbraum-Formulierungen.

4 5 6 7 8 9 10
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

0.045

0.05

Gauss Ordnung n [−]
D

iri
ch

le
t−

F
eh

le
r 

e D
 [−

]

HS2 p=8, d=0
HS1 p=6, d=0
HS2 p=10, d=2m
HS1 p=6, d=2m

4 5 6 7 8 9 10

150

200

250

300

350

400

450

500

550

600

Gauss Ordnung n [−]

R
ec

he
nz

ei
t t

 [s
]

HS2 p=8, d=0
HS1 p=6, d=0
HS2 p=10, d=2m
HS1 p=6, d=2m

Abbildung 2: Dirichlet-Fehler und Rechenzeit über der In-

tegrationsordnung, N = 21.166 Elemente

Zusammenfasssung

Die Untersuchungen zeigen die korrekte Umsetzung der
Halbraum-Formulierungen für die Fast-Multipole-BEM.
Der Vergleich weist eine Sensitivität beider Algorithmen
gegenüber den Parametern der FMM und dem zu unter-
suchenden akustischen Problem auf, wobei die Formu-
lierungen jeweils Vor- und Nachteile aufweisen. Die HS1
benötigt eine geringere Entwicklungslänge, insbesonde-
re bei einem größeren Abstand zur Halbebene. Die HS2
zeigt bei einem kurzen Abstand zur Halbebene für einen
ähnliche, gewünschte Genauigkeit einen Rechenzeitvor-
teil.

Die Autoren danken für die Förderung des Verbundpro-
jektes Leiser Straßenverkehr 3 durch das Bundesministe-
rium für Wirtschaft und Technologie aufgrund eines Be-
schlusses des Deutschen Bundestages.
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