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Einleitung 
In vielen ingenieurswissenschaftlichen Bereichen gewinnt 
das akustische Abstrahlungsverhalten von Produkten eine 
immer größer werdende Bedeutung. Zur numerischen 
Berechnung des Schallfeldes wird vielfach die Boundary-
Elemente-Methode (BEM) verwendet. Gilt es akustische 
Fluide großer Abmessungen oder/und hohe Frequenzen zu 
untersuchen, führt dies zu sehr großen Gleichungssystemen, 
die mit direkten Lösungsalgorithmen nicht mehr zu lösen 
sind. In diesen Fällen müssen geeignete iterative 
Gleichungslöser, wie beispielsweise GMRes, eingesetzt 
werden. Zur Beschleunigung der dabei häufig 
durchzuführenden Matrix-Vektor-Multiplikationen stehen 
verschiedene Näherungsverfahren zur Verfügung.  

Im Folgenden wird eine Multilevel-Variante der 2D-Fast-
Multipole-Methode (MLFMM) mit adaptiver Gebietsunter-
teilung beschrieben. Der Algorithmus weist mehrere 
Parameter auf, die wesentlichen Einfluss auf die erzielbare 
Ergebnisgenauigkeit und die benötigte Rechendauer haben. 
Es zeigt sich, dass insbesondere die Entwicklungslänge 
maßgeblich für die Effizienz des Algorithmus ist. 

Grundlagen 
Unter der Annahme zeitharmonisch variierender 
Zustandsgrößen beschreibt die Helmholtz-Gleichung das 
Schallfeld des zu untersuchenden abstrahlenden Körpers. 
Zur Anwendung der BEM wird diese Gleichung in eine 
Randintegralformulierung überführt 
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mit dem Randfaktor c, Schallwechseldruck p, 
Empfängerpunkt x, Quellpunkt y, Normalenvektor ny und 

dem akustischen Fluss ypq n / . Für die 
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wobei k die Wellenzahl und H0
1die Hankelfunktion erster 

Art der Ordnung Null beschreibt; r gibt den Abstand 
zwischen Quell- und Empfängerpunkt an. Zur Anwendung 
der Fast-Multipole-Methode wird eine Reihenentwicklung 
der Fundamentallösung benötigt. Nach [1] gilt für deren 
sogenannte Diagonalform  
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Dabei steht M für die Entwicklungslänge, D für den 
Translationsvektor und sl für diskrete radiale Richtungen bei 
einem Einheitskreis.  
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Abbildung 1: M2M-, M2L- und L2L Translationen in der 
Fast-Multipole-Methode 

Durch die Separation in die unterschiedlichen Terme in 
Gleichung (3) ist es möglich den Einfluss mehrerer Elemente 
zu einem Multipole zu bündeln und diese Informationen 
dann auf eine andere Gruppe von Elementen zu verschieben, 
um dort die Informationen an die einzelnen 
Empfängerpunkte zu verteilen (siehe Abbildung 1). Durch 
ein hierarchisches Zusammenfassen einzelner Gruppen 
(Multilevel-Variante) kann die quadratische Komplexität des 
ursprünglichen Kollokationsverfahrens auf eine quasi-lineare 
Komplexität beim Multilevel-Multipole-Verfahren 
verringert werden. 

             

Abbildung 2: Nicht-adaptive (links) und adaptive 
Gebietsunterteilung (rechts) 

Für den vorliegenden Beitrag wurde eine adaptive 
Gebietsunterteilung implementiert (siehe Abbildung 2), die 
zu Vorteilen des Verfahrens hinsichtlich Speicherbedarf und 
Rechenzeit führt. Während eine nicht-adaptive Vernetzung 

DAGA 2012 - Darmstadt

185



zur Unterteilung aller vorhandenen Boxen führt, sobald in 
mindestens einer Box die maximal zulässige Elementanzahl 
überschritten ist, werden beim adaptiven Verfahren nur 
diejenigen Boxen weiter geteilt, die tatsächlich mehr als die 
maximal gewünschte Menge an Elementen enthalten. 

Modell 
Zur Verifikation der implementierten Methode wurde eine 
kreisförmige Struktur mit einem Meter Durchmesser mit 
3600 konstanten Elementen diskretisiert. Bei einer 
Wellenzahl k=1 wurde eine gleichmäßige Normalenschnelle 
vn=0,001 m/s in radialer Richtung als Randbedingung 
angenommen. Da für dieses Problem eine analytische 
Lösung bekannt ist, lässt sich das Fehlermaß  
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definieren, wobei pnumerisch die Schallwechseldrücke in den 
Knoten des diskretisierten Systems beinhaltet.  

Ergebnisse 
In Abbildung 3 sind die ermittelten Fehler des 
implementierten Programms über der Entwicklungslänge 
aufgetragen. Es zeigt sich, dass eine zu geringe 
Entwicklungslänge unabhängig von der maximalen 
Elementanzahl pro Box zu großen Fehlern führt.  

 

Abbildung 3: Einfluss der Entwicklungslänge auf den 
Rechenfehler in Abhängigkeit von der maximalen 
Elementanzahl pro Box (epb) 

Eine Erhöhung der Entwicklungslänge lässt den Fehler 
zunächst geringer werden, so dass das Verfahren Ergebnisse 
liefert, die nur etwa 5% von der analytischen Lösung 
abweichen. Eine weitere Erhöhung der Entwicklungslänge 
führt jedoch zu einer Zunahme des Fehlers, der zudem von 
der maximalen Elementanzahl pro Box abhängig ist.  

In Abbildung 4 sind die zugehörigen Rechenzeiten für dieses 
Problem aufgetragen. 

Interpretation 
Der erhöhte Fehler bei geringer Entwicklungslänge lässt sich 
auf eine schlechte Approximation der Fundamentallösung 

zurückführen. Die abgebrochene Reihenentwicklung (3) 
stellt nur eine schlechte Näherung der Fundamentallösung 
dar, wodurch das Problem nur unzureichend beschrieben 
wird. Damit ist der Fehler auch unabhängig von der 
maximalen Elementanzahl pro Box. 

Eine zu starke Erhöhung der Entwicklungslänge führt zu 
einer neuen Fehlerursache: Die M2L-Operatoren aus (3) 
enthalten bei höherer Entwicklungslänge Hankelfunktionen 
höherer Ordnung. Die Untersuchungen haben gezeigt, dass 
numerische Probleme bei der Auswertung der 
Hankelfunktion auftreten, wenn das Argument der Funktion 
deutlich größer wird als die Ordnung der Funktion. Damit ist 
der Fehler gleichzeitig abhängig von der maximalen 
Elementanzahl pro Box. Da geringe Werte für diesen 
Parameter zu einer stärkeren Gebietsunterteilung und damit 
auch zu sehr kleinen Translationsdistanzen führen, tritt 
dieser Effekt bei weniger Elementen pro Box bereits früher 
auf. 

 Abbildung 4: Einfluss der Entwicklungslänge auf die 
Rechenzeit in Abhängigkeit von der maximalen 
Elementanzahl pro Box (epb) 

 

Für die geringen Entwicklungslängen ergeben sich erhöhte 
Rechenzeiten, da der verwendete Löser (GMRes) deutlich 
mehr Iterationen benötigt. Bei den hohen 
Entwicklungslängen treten durch die ungenaue Auswertung 
der Hankelfunktionen Konvergenzprobleme auf, so dass hier 
die Rechenzeit wieder ansteigt. 
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