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Abbildung 1: Diskretisierung einer geschichteten Platte

Einleitung

Fiir alle Anwendungen gefiihrter Wellen, beispielsweise in
der zerstorungsfreien Materialpriifung, ist die exakte und
effiziente Berechnung von Dispersionseigenschaften erfor-
derlich. Dabei miissen fiir eine gegebene Frequenz die An-
zahl der ausbreitungsfiahigen Moden und deren Wellen-
zahlen sowie Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten be-
rechnet werden. Fiir den Fall von Lambwellen in homoge-
nen isotropen Platten existieren analytische Gleichungen
fiir die Wellenzahlen, die sich mit numerischen Nullstel-
lensuchverfahren 16sen lassen. Fiir komplexere Struktu-
ren oder dreidimensionale, nicht rotationssymmetrische
Wellenleiter ist die Entwicklung numerischer Methoden
erforderlich. In der vorliegenden Arbeit wird ein numeri-
sches Verfahren, basierend auf der Scaled Boundary Fini-
te Element Method (SBFEM) [1] vorgestellt. Mit diesem
lassen sich Dispersionseigenschaften von beliebigen Wel-
lenleitern sehr effizient berechnen. Ergebnisse werden fiir
den Fall von Wellen in Platten mit komplexer Material-
zusammensetzung prasentiert.

Herleitung

Fiir die Beschreibung einer Platte in der SBFEM muss
lediglich die Dickenrichtung im Sinne Finiter Elemen-
te diskretisiert werden. Dazu werden Knotenpunkte mit
den y-Koordinaten y, und Elementformfunktionen N(7)
definiert. Die Definition der Formfunktionen erfolgt in
Abhéngigkeit der lokalen Koordinate 7, die an den Ele-
mentenden 1 bzw. —1 betrdgt. Die Ausbreitungsrichtung
der gefithrten Wellen wird analytisch beschrieben. Abbil-
dung 1 zeigt als Beispiel die Diskretisierung einer Schicht-
struktur, bestehend aus zwei verschiedenen Materialien.
Aus der allgemeinen Elastodynamik ergibt sich der Zu-
sammenhang zwischen den Spannungen ¢ in der Struktur
und den Auslenkungen an den Knotenpunkten u, zu

0 =D (byNuy, ,(z) + b2N ,u,(z)) (1)
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mit der Elastizitdtsmatrix D und

1 0 0
bi=|0 0], bya=—1]0 (2)
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o = O

Wie in [2] ausfiihrlich beschrieben wird, 14sst sich aufbau-
end auf diesen Definitionen eine semi-analytische Diffe-
rentialgleichung fiir die Auslenkungen an den Knoten-
punkten im Frequenzbereich herleiten:

EOﬁn,zz(x) + (ElT - El)ﬁn,a:(x)

+(w?*Mg — Eg)iin(z) =0 (3)
mit den aus der allgemeinen SBFEM bekannten Koeffizi-
entenmatrizen Eg, Eq, Eo, Mg [1]. Fiir den Fall gefiihrter
Wellen kénnen wir folgenden Ansatz fiir die Auslenkun-
gen machen

_ elkzﬁn

(4)

Einsetzen in Gl. (3) ergibt nach Umformung ein Eigen-
wertproblem fiir die Berechnung der Wellenzahlen k.

Uy ()

—Zap = ik (5)
mit
z=| , BB o B } (6)
w*Mg —Es + E1Eq  Er —E1E
und
Un
w:{ o } (7)

wobei §n die Amplituden der Krifte an den Knoten-
punkten bedeuten. Die reellen Losungen des Eigenwert-
problems bei gegebener Frequenz geben die Wellenzahlen
der ausbreitungsfihigen Moden in der durch die Diskre-
tisierung beschriebenen Struktur an.

Spektrale Elemente hoher Ordnung

Fiir die Diskretisierung des Querschnitts wurden FEle-
mente hoher Ordnung [3] verwendet. Dies fithrt zu einer
bemerkenswerten Erhohung der Genauigkeit bei gleicher
Anzahl von Knotenpunkten. Zusétzlich wurde das Kon-
zept der spektralen Elemente verfolgt. Dabei werden die
Formfunktionen so konstruiert, dass die Kontenpunkte
exakt mit den Stiitzstellen der numerischen Integration
iibereinstimmen. Das fiihrt dazu, dass die Matrizen Mg
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Abbildung 2: Dispersionskurven fiir einen Verbundwerkstoff
berechnet mit der SBFEM (o) und verglichen mit der kom-
merziellen Software disperse (-) .

und Eg (block-)diagonal werden, was eine weitere Steige-
rung der Effizienz und Stabilitét des Verfahrens mit sich
bringt. Insbesondere wird dadurch die in Gleichung (6)
notwendige Inversion von Eg trivial. Fiir diese Anwen-
dung wurden Elemente bis zur 14. Ordnung verwendet.

Ergebnisse

Abbildung 2 zeigt die mit dem vorgestellten Verfah-
ren berechneten Dispersionskurven fiir einen aus drei
Schichten Messing und zwei Schichten Titan bestehen-
de Struktur (vgl. Abbildung 1). Fir die SBFEM wur-
de jede Schicht mit einem einzelnen Element fiinfter
Ordnung diskretisiert. Die Ergebnisse zeigen exzellen-
te Ubereinstimmung mit der kommerziellen Software di-
sperse [4], welche auf der Transfermatrixmethode beruht.

Mit der hier vorgestellten Methode lassen sich insbeson-
dere Strukturen, bei denen sich die elastischen Material-
parameter kontinuierlich in Dickenrichtung &ndern, sehr
effizient beschreiben. Dazu geniigt es, die Platte mit ei-
nem Element hoher Ordnung zu diskretisieren und je-
dem Knotenpunkt eine entsprechende Elastizitdtsmatrix
zuzuordnen. In Abbildung 3 sind die berechneten Disper-
sionskurven fiir ein solches Material mit Ergebnissen aus
der Literatur [5] verglichen. Bei diesem Material wer-
den die Dichte sowie beide Lamé-Parameter durch Po-
lynome zehnter Ordnung als Funktion der y-Koordinate
beschrieben. Folglich wird der Verlauf der Materialpara-
meter optimal beschrieben, wenn fiir die Diskretisierung
in der SBFEM Elemente zehnter Ordnung oder hoher
verwendet werden. Auch hier zeigt sich eine sehr gute
Ubereinstimmung mit den Referenzergebnissen.

Um die Ergebnisse auf Konvergenz zu iiberpriifen, wur-
de beispielhaft die Phasengeschwindigkeit der hoéchsten
ausbreitungsfihigen Mode bei einer dimensionslosen Fre-
quenz von 20 fiir verschiedene Elementordnung und
-anzahl berechnet (Abbildung 4). Die Ergebnisse sind
als Funktion der Anzahl an Knotenpunkten dargestellt.
Man erkennt eine extrem schnelle Konvergenz der Re-
sultate bei Verwendung von Elementen hoher Ordnung.
Fiir gleiche Anzahl von Knotenpunkten (und damit etwa
gleicher Rechenzeit) sind die Ergebnisse damit bei hoher
Elementordnung wesentlich akkurater.
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Abbildung 3: Dispersionskurven fiir ein Gradientenmaterial
berechnet mit der SBFEM (o) und verglichen mit Ergebnissen
aus der Literatur (—) [5].
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Abbildung 4: Konvergenz der Ergebnisse fiir eine Mode im
Gradientenmaterial.
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